W grafach dwudzielnych jest tatwiej
Jakub RADOSZEWSKI

Cztery parametry. Tym, co najczesciej robi sie w grafach dwudzielnych, jest
znajdowanie najliczniejszego skojarzenia. Mozna jednak rozwazaé az cztery —
parami dualne — parametry powiazane z najliczniejszym skojarzeniem. Oto one:

Najliczniejszy zbidr niezalezny wierzcholkéw (nw)
to najliczniejszy podzbiér wierzchotkéw, w ktérym
zadne dwa nie sa sasiednie, czyli zadne dwa nie sg
polaczone krawedzia.

Najliczniejszy zbior niezalezny krawedzi (nk)

to najliczniejszy podzbiér krawedzi, w ktérym zadne
dwie nie sa incydentne, czyli wlasnie najliczniejsze
skojarzenie w grafie.

Najmniejsze pokrycie wierzchotkowe (pw)
to najmniej liczny podzbiér wierzchotkow, taki, ze kazda
krawedz jest incydentna z co najmniej jednym z nich.

Najmniejsze pokrycie krawedziowe (pk)
to najmniej liczny podzbior krawedzi, taki, ze kazdy
wierzchotek jest incydentny z co najmniej jedna z nich.

AN =Y

Zalozenie o braku wierzchotkéw
izolowanych bedzie nam potrzebne

w dowodzie dokladnie jednej réwnosci.
Czy potrafisz, Drogi Czytelniku, odnalezé
ten fragment dowodu?

Podobnie mozna uzasadnié, ze G’ jest
lasem gwiazd, czyli ze kazda jego spdjna
sktadowa zawiera wierzchotek centralny
polaczony z wszystkimi pozostalymi.

Jak tatwo zauwazy¢, powyzsze definicje mozna réwniez odniesé do zupelnie
dowolnego grafu, a nie tylko do grafu dwudzielnego. Jednak w przypadku
graféw dwudzielnych zwiazki miedzy podanymi pojeciami okaza sie o wiele
bardziej widoczne.

Oznaczmy przez n taczng liczbe wierzchotkow w grafie. Odtad zatozymy, ze

w grafie nie wystepuja wierzcholki izolowane, czyli wierzchotki nieincydentne

z zadna krawedzia. Wowczas zachodza nastepujace réwnosci, wiazace rozwazane
parametry w pary. Sg to tzw. rownosci Gallaia. Sa one prawdziwe w dowolnym
grafie, jednak Czytelnikowi moze by¢ latwiej je sobie wyobrazi¢ w kontekscie
grafu dwudzielnego.

pw + nw = n. Niech X oznacza dowolne pokrycie wierzchotkowe w grafie.
Rozwazmy zbior Y =V \ X. Wéwczas zadne dwa wierzcholki ze zbioru YV

nie moga by¢ potaczone krawedzia, gdyz byltaby to krawedz niepokryta przez
wierzchotki ze zbioru X. Stad zbior Y jest zbiorem niezaleznym wierzchotkow
(patrz tez rysunki powyzej). Przyjmujac jako X najmniejsze pokrycie
wierzchotkowe, otrzymujemy nieréwnos¢ nw > n — pw.

Podobnie widzimy, ze jesli Y jest dowolnym zbiorem niezaleznym wierzchotkdéw,
to X' =V \ Y’ jest pokryciem wierzchotkowym w grafie. Stad pw < n — nw.
7 polaczenia otrzymanych nieréwnosci uzyskujemy zadang réwnosc.

pk + nk = n. Znéw wykazemy tak naprawde dwie nieréwnosci. Zacznijmy

od nieréwnoéci pk < n — nk. Niech M oznacza najliczniejsze skojarzenie

w grafie, o licznoéci nk. Bedziemy chcieli dolozy¢ pewne krawedzie do M,

tak aby otrzymac pokrycie krawedziowe P. Skojarzenie M pokrywa 2 - nk
wierzchotkéw, do pokrycia pozostaje wiec n — 2 - nk wierzchotkéw. Kazdy

z nich jest incydentny z jakas krawedzia — dodajmy zatem do P po jednej takiej
krawedzi na kazdy z tych wierzcholkéw (wezesniejsze rysunki stanowia tego
dobra ilustracje). Lacznie |P| = nk + (n — 2 - nk) = n — nk, skad pk < n — nk.

Uzasadnimy teraz nieréwno$¢ nk > n — pk. Niech P’ oznacza najmniejsze
pokrycie krawedziowe w grafie. Wowczas graf G’ = (V, P’) jest lasem, czyli
grafem acyklicznym. Faktycznie, gdyby jakie$ krawedzie w P’ tworzyly cykl, to
po usunie¢ciu dowolnej z nich P’ wcigz byloby pokryciem krawedziowym, tyle ze
mniej licznym. Znanym faktem jest, ze las o n wierzchotkach i k krawedziach
sklada sie z n — k spdjnych skladowych. Tak wiec graf G’ sklada sie z n — | P’|
spojnych sktadowych, z ktorych kazda zawiera co najmniej jedna krawedz
(inaczej P’ nie pokrywaloby wszystkich wierzchotkéw). Z kazdej ze spéjnych
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Rozwigzanie zadania M 1404.
Zalézmy, ze |AB| = z + y, gdzie y to
dtugos¢ odcinka z ruchoma tasma. Jesli
Jas zasznuruje but poza tasma, to pokona
trase w czasie
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‘Wobec tego powinien zasznurowaé but
na tasmie.

sktadowych G’ mozemy teraz wybraé po jednej krawedzi. Otrzymany zbior
krawedzi na pewno bedzie skojarzeniem, gdyz kazda z krawedzi pochodzi z innej
spéjnej sktadowej. Stad nk > n — pk. Obie nieréwnosci daja tacznie réwnosé,
ktora chcieliSmy uzyskac.

Dotychczasowe réwnosci zachodzity w dowolnych grafach. Ponizsza réwnosc,
znana takze pod nazwa twierdzenia Koniga, jest jedna z najlepiej znanych
wlasnosci graféw dwudzielnych.

nk = pw. W tym przypadku nieréwnosé¢ pw > nk otrzymujemy za darmo —
wszak aby pokry¢ krawedzie z najliczniejszego skojarzenia, trzeba na kazdej
z nich wybraé jakis wierzchotek. Natomiast duzo ciekawsze jest uzasadnienie,
ze taka liczba wierzchotkéw zawsze wystarczy. Przeprowadzimy je, podajac
algorytm wyboru wierzchotkéw do pokrycia. Dowdd przez algorytm — to

w sumie ciekawe!

Algorytm dziala na zasadzie wymuszen. Do konstruowanego pokrycia mozemy
wziaé tylko nk wierzchotkéw, mozemy wiec wybiera¢ jedynie wierzchotki bedace
koncami krawedzi z pewnego najliczniejszego skojarzenia. Jesli wiec jakas
krawedz w grafie prowadzi do wierzcholka nieskojarzonego, to jej drugi koniec

— bedacy z pewnoscia wierzchotkiem skojarzonym — musimy wybraé¢ do pokrycia.

W ten sposéb wybierzemy do pokrycia pewien zbiér wierzchotkdéw skojarzonych.
Niech u bedzie jednym z tych wierzchotkéw i niech v bedzie wierzchotkiem,
ktory jest potaczony z u krawedzig ze skojarzenia. Jesli z v wychodzi jakas
krawedz do innego wierzcholka w, ktory jeszcze nie jest w pokryciu, to

wiemy, ze w musimy umiesci¢ w pokryciu. Dokladamy zatem w do pokrycia.

W wyniku tego sasiad wierzchotka w w skojarzeniu moze spowodowac kolejne
wymuszenia itd.

Warto zastanowié sie nad tym, jak moze skonczy¢ sie ta sekwencja wymuszen.
Na pewno bytoby zle, gdyby w pokryciu znalazl sie jaki$ wierzchotek
nieskojarzony, jak w przypadku (a), lub para wierzchotkéw skojarzonych,

jak w przypadku (b). Przypadki te zostaly zilustrowane na marginesie.

W kazdym z nich mamy do czynienia ze Sciezka, ktérej koncami sg wierzchotki
nieskojarzone (puste kétka) i w ktérej naprzemiennie wystepuja krawedzie ze
skojarzenia i spoza skojarzenia. Jest to tzw. Sciezka powiekszajgca; pojecie to
pojawito sie juz w artykule Tomasza Idziaszka. Jedli zamieni¢ w takiej $ciezce
krawedzie skojarzone na nieskojarzone i odwrotnie (sytuacja (c)), otrzyma sie
skojarzenie liczniejsze od obecnego, co nie jest mozliwe, poniewaz zaczeliSmy
od skojarzenia najliczniejszego.

Wiemy zatem, ze w wyniku wymuszen z kazdej pary wierzchotkéw skojarzonych
wybierzemy do pokrycia wierzchotkowego co najwyzej jeden oraz ze w pokryciu
nie bedzie zadnych innych wierzchotkéow. A co z pozostatymi krawedziami

ze skojarzenia — tymi, z ktérych nie zostal wybrany zaden wierzchotek? Czy
mozemy w kazdej z nich po prostu wybraé¢ do pokrycia po jednym, dowolnym
wierzchotku? Niestety nie, co pokazuje rysunek na marginesie. Mozemy jednak
w kazdej parze wybra¢ wierzcholek po tej samej stronie grafu dwudzielnego.
Wowczas juz otrzymamy poprawne pokrycie wierzchotkowe, czego nietrudne
sprawdzenie pozostawiamy Czytelnikowi. To koniec dowodu twierdzenia
Koniga — nasz algorytm poprawnie konstruuje pokrycie wierzchotkowe

o licznosci nk.

Z potlaczenia wszystkich réwnosci, jakie otrzymalismy po drodze, uzyskujemy
jeszcze jedna do kompletu: pk = nw. Oto pelny diagram:

nk + pk =n
| I
PW + nw = n

Zadanie na deser. Klika dwudzielng nazywamy podzbior wierzchotkéw grafu
dwudzielnego, w ktorym kazde dwa wierzchotki lezace po réznych stronach grafu
sa polaczone krawedzia. Jak znalez¢ najliczniejsza klike dwudzielna w danym
grafie dwudzielnym?
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