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Ukryte skojarzenia Karol POKORSKI®

Przedstawimy tu dwa zagadnienia, w ktérych pojawia sie problem znajdowania
najliczniejszego skojarzenia w grafie dwudzielnym, jednak troche ukryty.

W pierwszym problemie mamy znalezé tzw. pokrycie cyklowe grafu skierowanego.
Pokrycie cyklowe grafu G jest to zbidr cykli skierowanych C, takich ze kazdy
wierzcholek nalezy do doktadnie jednego cyklu z C. Chcielibysmy szybko

(tj. w czasie wielomianowym) odpowiadaé¢ na pytanie, czy dany graf ma pokrycie
cyklowe, a jedli tak, chcielibySmy umieé¢ wyznaczy¢ przykltad takiego pokrycia.

Rozwiazanie jest zaskakujaco proste. Stwérzmy nowy graf G’ w nastepujacy sposéb:
kazdy wierzcholek v oryginalnego grafu G rozbijamy w G’ na dwa wierzcholki, v1 i v,
ijesli w G istniala krawedZ z a do b, to w G’ tworzymy krawedz z a1 do bs.

Okazuje si¢ teraz, ze jesli najliczniejsze skojarzenie w G’ jest doskonale

(kazdy wierzcholek jest skojarzony), to graf G ma pokrycie cyklowe. Formalne
udowodnienie tego faktu jest dos¢ proste: wystarczy pokazac¢ bijekcje ze zbioru
pokryé cyklowych w G w zbiér skojarzen doskonatych w G. Szczegdly tego
dowodu pozostawiam Czytelnikowi. Rysunek na marginesie podpowiada,

jak tej bijekcji szukaé.

Kolejnym przykladem zastosowania skojarzen w rozwiazywaniu problemow jest
wypelnianie kwadratow lacinskich. Kwadratem lacinskim nazywamy macierz
(tabelke) n x n, w ktorej kazdy wiersz i kazda kolumna jest permutacja ciagu
(1,2,...,n). Przyklady kwadratéw lacinskich ponizej:
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Rozwazmy nastepujacy problem: mamy kwadrat lacinski rozmiaru n x n,

w ktérym pokazano nam tylko k gérnych wierszy (taki nie do konica wypelniony
kwadrat nazywamy prostokatem lacinskim rozmiaru k x n). Chcemy
zrekonstruowaé caly kwadrat lacinski, oczywiscie mozliwie najszybciej.

Zamiast prébowac rozwiazaé ten problem w pelnej ogélnosci, sprobujmy
najpierw rozwiaza¢ jego mniejsza czesé¢ (informatycy tak lubial). Taka czescia
problemu mogtoby by¢é poprawne uzupelnienie wiersza k + 1. Jak to zrobi¢?

Konstruujemy graf dwudzielny G, w ktérym wierzcholki z jednej grupy beda
reprezentowa¢ kolumny, natomiast wierzcholki z drugiej grupy reprezentowaé
beda liczby ze zbioru {1,2,...,n}, ktére bedziemy wpisywaé do kolejnego
wiersza. Jest juz chyba jasne, ze krawedz miedzy ¢-ta kolumng a liczba j nalezy
stworzy¢ wtedy i tylko wtedy, gdy liczba j nie wystapita w i-tej kolumnie.

W takim grafie szukamy najliczniejszego skojarzenia. Jesli jest ono doskonale,
wyznacza ono pewien poprawny sposoéb wypelnienia wiersza k + 1:
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A co, jesli w G nie znajdziemy skojarzenia doskonatego? Okazuje sie, ze taka
sytuacja nigdy nie wystapi! Zanim jednak udowodnimy ten fakt, zauwazmy, ze
wlasnie uzyskaliSmy algorytm uzupelniajacy prostokat do kwadratu lacinskiego:
wystarczy wypelniaé kolejne wiersze poprzez znajdowanie kolejnych skojarzen
doskonalych, a uzyte krawedzie wyrzucaé¢ z grafu. Po wyrzuceniu z grafu
wszystkich krawedzi kwadrat tacinski bedzie uzupelniony.
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Nadszed! czas na dowdd faktu, ze w skonstruowanym zgodnie z powyzsza
metoda grafie G zawsze istnieje skojarzenie doskonale. Zauwazmy, ze graf G jest
grafem regularnym, czyli stopnie wszystkich wierzchotkéw sa w nim takie same
(sa one rowne d = n — k). Okazuje sig, ze w dwudzielnym grafie regularnym
zawsze istnieje skojarzenie doskonate.

O twierdzeniu Halla pisalismy w Delcie  Aby to wykazaé, skorzystamy z twierdzenia Halla o matzenstwach. Twierdzenie to
7/2013. glosi, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym na istnienie doskonatego skojarzenia
w grafie dwudzielnym jest, aby kazdy podzbiér wierzchotkéw z jednej grupy
(zal6zmy, ze jest on mocy p) mial polaczenie tacznie z co najmniej p wierzchotkami
z drugiej grupy (jest to tzw. warunek Halla). Dowdd naszego faktu wykorzystujacy
twierdzenie Halla jest bardzo prosty: rozwazmy dowolny podzbiér p kolumn.

7 kazdego wierzchotka odpowiadajacego tym kolumnom wychodzi d krawedzi,

a wigc lacznie mamy p - d krawedzi. Gdyby warunek Halla dla rozwazanego
podzbioru nie byl prawdziwy, tzn. gdyby rozwazany podzbiér byl polaczony
krawedziami z mniej niz p wierzchotkami z drugiej grupy, to na mocy zasady
szufladkowej Dirichleta do pewnego z tych wierzcholtkéw musialoby prowadzié¢
wiecej niz d krawedzi. To jednak jest niemozliwe, gdyz graf jest regularny. Stad dla
grafu G warunek Halla jest rzeczywiscie spelniony, wiec G ma skojarzenie doskonatle.

Warto jeszcze dodaé, ze gdybysmy dostali do uzupelnienia prostokat tacinski
wymiaru nie k x n, tylko k x  (k,{ < n), jego uzupelnienie do kwadratu n x n
mogloby okazaé sie niemozliwe. Obrazuje to podany obok przyktad.
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Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1402. Na bokach AB, BC,CD, DA czworokata wypuklego ABCD dane sg
odpowiednio punkty K, L, M, N. Odcinki KM i LN przecinaja si¢ w punkcie 7.
Udowodnié, ze jesli w kazdy z czworokatow AKTN, KBLT, LCMT,MDNT
mozna wpisaé okrag, to w czworokat ABCD takze.

Rozwiazanie na str. 23

M 1403. Udowodnié, ze dla malejacego ciagu (x;);—; liczb rzeczywistych
dodatnich prawdziwa jest nieréwnosé

\/x§+x§+...+x%<%+%+...+x—\/’%.

Rozwiazanie na str. 23

M 1404. Na lotnisku Ja$ chce jak najszybciej przejsé z punktu A do punktu B
(w linii prostej). Idzie z predkoscia v, a na swojej trasie ma odcinek, ktory
pokonuje na ruchomej ta§mie poruszajacej sie z predkoscia u (czyli idac po tasmie,
Ja$ porusza si¢ z predkoscia v + u wzgledem ziemi). Jas musi po drodze
zasznurowaé¢ but, co powoduje, ze stoi przez czas t. Czy powinien zasznurowad

but na ruchomej tasmie, czy poza nia? (Zakladamy dla uproszczenia, ze tasma
jest na tyle dtuga, ze Ja$ zdazy zasznurowaé na niej but, tzn. dlugosé tasmy jest
wigksza niz u - t.)

LT /@ . Rozwiazanie na str. 5
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. SF- s N F 843. Wykonana z przewodnika obrecz o promieniu r znajduje sie
/ \ '/ \ w jednorodnym polu magnetycznym, ktorego indukcja magnetyczna jest
'\ /’ \ ,' prostopadta do ptaszczyzny zawierajacej obrecz i zmienia sie z czasem t zgodnie

©-7 S~ ze wzorem B = kt, gdzie k jest stalym wspoétczynnikiem proporcjonalnosci.
Na skutek zmian pola magnetycznego wytworzone zostaje pole elektryczne.
Zmnalez¢ natezenie pola elektrycznego E na obreczy.
Rozwiazanie na str. 19

F 844. Promien $wiatta monochromatycznego wpada do wnetrza jednorodnej,
przezroczystej kuli. Rozchodzac si¢ wewnatrz kuli, promien dochodzi do jej
granicy i tam cze$ciowo odbija sie, a czesciowo, po zatamaniu, wychodzi

na zewnatrz. Jego odbita cze$¢ biegnie wewnatrz kuli dalej i proces powtarza
sie wielokrotnie. Znalezé kat miedzy kierunkiem promienia wpadajgcego do kuli
i kierunkiem czesci promienia wychodzacej z kuli po k& odbiciach.

Rozwiazanie na str. 9
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