Rys. 3

Rys. 1/

Twierdzenie Morleya

Kazdy wie, co to sa dwusieczne katow — tutaj bedziemy mowili o trgjsiecznych, czyli
prostych dzielacych kat (i jego kat wierzchotkowy) na trzy réwne czesci. Zatem
trojsieczne sa dwie. Majg one dziwna wlasnoéé zwana twierdzeniem Morleya.

Punkty przecieciecia tych trojsiecznych kqtow trojkqta, ktore sgsiadujq z ktoryms
z bokéw trdjkata, sq wierzcholkami tréjkata réwnobocznego (rys. 1).

Dowie$é mozna go np. tak. Niech trdjsieczne katéw przy wierzchotkach A i B,
sasiadujace z AB, przecinaja sie w punkcie X, a pozostale tréjsieczne tych katow
w punkcie P. Po obu stronach odcinka PX odtézmy kat 30° o wierzchotku X.
Przeciecia ramion tego kata z AP i BP oznaczmy, odpowiednio, przez Y i Z
(rys. 2). Wykazemy, ze tréjkat XY Z jest rownoboczny i proste CY i CZ sa
tréjsiecznymi kata przy wierzchotku C', co zakonczy dowdd twierdzenia.

W tym celu zauwazmy najpierw, ze PX jest dwusieczng kata APB. Wynika
to z faktu, ze AX i BX sa dwusiecznymi, odpowiednio, katow PAB i PBA
trojkata ABP, a trzy dwusieczne katow tréjkata przecinaja sie¢ w jednym
punkcie. Okazalo sie wiec, ze czworokat XY PZ jest deltoidem, z czego wynika,
ze XY = XZ, co dowodzi, ze trojkat XY Z jest réwnoramienny.

Ponadto mamy tez PY = PZ, a skoro tak, to
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Oznaczmy teraz obrazy symetryczne punktu X wzgledem prostych AP i BP,
odpowiednio, przez T i U (oczywiscie, leza one na AC' i BC). Mamy wiec
Y =YZ =ZU.

Poniewaz o + 5 + v = 180°, wiec
ITYZ =4TYP+<PYZ =60°+2xPYZ =
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= 60° + Z(a+ ) = 60° + 2 (180° —7) = 180° — .
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Podobnie <UZY = 180° — 37 Na podstawie réwnosci tych katéw i ich ramion

mozna stwierdzié, ze punkty T, Y, Z, U leza na jeduym okregu (rys. 3). Jego
srodkiem jest mianowicie punkt O przeciecia dwusiecznych katéw TY Z 1 UZY .
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Kazdy z odcinkéw TY, Y Z i ZU jest cieciwa odpowiadajaca katowi srodkowemu g’y.

Poniewaz rozwartosé kata AC'B (czyli TCU) jest réwna -y, wigc punkt C'lezy réwniez
na tym samym okregu, akaty TCY i UC Z, jako réwne potowom katéw TOY iUOZ,
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maja rozwartosé g’y, co konczy dowdd.

W sformutowaniu twierdzenia nie byto mowy o tym, ze chodzi o katy
wewnetrzne, choé z tego korzystalem — rzecz w tym, ze twierdzenie Morleya jest
prawdziwe rowniez dla katéw zewnetrznych i ma praktycznie taki sam dowod
(trzeba tylko pamietaé, ze suma katéw zewnetrznych jest réwna 360°). Ponizej

sa rysunki do tego dowodu.
M. K.
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