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Rys. 1. Przeciwlegle boki czarnego

czworokata maja diugodci bi b’ oraz cic’.

Rys. 2

Nieréwnos$é Ptolemeusza glosi, iz suma
iloczynéw dlugoéci przeciwleglych bokéw

Nx

czworokata jest wieksza lub réwna

od iloczynu dlugosci jego przekatnych.

Przyklady jej zastosowan opisano
w deltoidzie 6/2009.

Teoria czy praktyka? Joanna JASZUNSKA

W wielu zadaniach geometrycznych nalezy wykazaé, ze z pewnych trzech odcinkow
mozna zbudowaé trojkat. Rozwiazania sa zazwyczaj jednego z dwoch rodzajow.
Pierwszy to rozumowania teoretyczne — dowody niekonstruktywne, na ogot
polegajace na sprawdzeniu, ze dane odcinki spelniaja nieréwnosé tréjkata. Drugi
typ to dowody praktyczne, w ktérych buduje si¢ tréjkat o zadanych dlugosciach
bokéw. Kazde z ponizszych zadan mozna rozwiaza¢ kazda z tych dwéch metod.

1. Wysokosci pewnego tréjkata maja dlugoéci odpowiednio hg, by, he. Wykaz, ze
7z odcinkéw o dlugosciach 1/hg,1/hy, 1/h. mozna zbudowaé tréjkat.

2. Przeciwlegle krawedzie czworoscianu majg dlugosci odpowiednio aia’, bi b’ oraz
cic. Wykaz, ze z odcinkéw o dlugosciach aa’, bb', c¢’ mozna zbudowaé tréjkat.

3. Punkt P lezy wewnatrz tréjkata rownobocznego ABC. Wykaz, ze z odcinkéw
o dlugosciach PA, PB, PC mozna zbudowaé tréjkat.

Rozwigzania

R1. Teoria. Oznaczmy boki danego trojkata przez a, b, ¢ tak, by pole byto rowne
P= %aha = %bhb = %chc. Korzystajac z nieréwnosci a + b > ¢, uzyskujemy wtedy
1 1 a b c 1

—t ==t = > == .
ha + hy 2P + 2P~ 2P  h,
Dowody pozostalych dwéch nieréwnosci trojkata sa analogiczne. O

R1. Praktyka. Oznaczmy boki i pole danego tréjkata jak powyzej. Zadane warunki
spelnia tréjkat podobny do niego w skali 1 : 2P, ma bowiem boki dlugosci
a 1 b 1 c 1
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R2. Teoria. Rozwazmy krawedz o dlugosci @’ danego czworoscianu i zawierajace
ja Sciany. Obréémy wokol niej jedng z tych Scian tak, aby znalazla si¢ w tej samej
plaszczyznie, co druga, ale po przeciwnej stronie tej krawedzi (rys. 1).

Otrzymujemy w ten sposob fragment siatki danego czworo$cianu — czworokat,
ktérego jedna przekatna jest a’; oznaczmy druga przez a”’. W wyjsciowym
czworo$cianie odcinek ¢’ odpowiada tamanej taczacej konce krawedzi a (rys. 1),
wiec z nieréwnosci tréjkata a < a”’.

Stad i z nieréwnosci Ptolemeusza, aa’ < a’’a’ < bb' + ¢¢’. Analogicznie dowodzimy
pozostalych dwéch nieréwnosci tréjkata dla odcinkéw o dtugosciach aa’, bb’, cc’. O

R2. Praktyka. Oznaczmy wierzcholki czworoscianu przez A, B, C, D; z uwagi
na przemienno$¢ iloczynéw aa’, bb’, c¢’ mozemy przyjaé, ze DA = a, DB = b,
DC = ¢ (rys. 2). Na pélprostych DA™, DB, DC~ wybierzmy takie punkty
odpowiednio X,Y, Z, aby DX = bc, DY = ca, DZ = ab. Punkty X,Y, Z nie sa
wspolliniowe, poniewaz rozwazane pélproste nie leza w jednej plaszczyznie.

Trojkaty DAB i DY X sa podobne, bo maja wspolny kat przy wierzchotku D oraz
DA a ca DY
DB b be DX’
%:%:%:c, czyli XY =c¢- BA = c¢c.
Analogicznie wykazujemy, ze Y Z = aa’ oraz ZX = bb', wiec trojkat XY Z ma boki
o zadanych dtugosciach. OJ

R3. Praktyka. Niech X,Y, Z beda takimi punktami odpowiednio na bokach
BC,CA, AB tréjkata ABC, ze PX || AB, PY || BC, PZ || CA (rys. 3). Wowczas
trapezy XCY P, YAZP, ZBXP sa réwnoramienne (bo ich katy to 60° i 120°).
Wobec tego YZ = PA, ZX = PB, XY = PC, wiec tréjkat XY Z jest zbudowany
z odcinkéw o zadanych dtugosciach. OJ

Wobec tego

R3. Teoria. Dwa rozne rozwiazania teoretyczne tego zadania opisano w deltoidach
6/2009 i 6/2012, przy drugim z nich przedstawiono takze inne od powyzszego
rozwigzanie praktyczne.
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