Rys. 1. Po lewej: przyktadowe skojarzenie
w grafie (pogrubiona krawedz).

Po prawej: jedyne najliczniejsze
skojarzenie w tym samym grafie.
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Rys. 2. Graf z wyrdézniong Sciezka
powigkszajacy skojarzenie (kolor) oraz
graf po powigkszeniu skojarzenia wzdtuz
tej Sciezki.
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Rys. 3. Graf dwudzielny G

z wyréznionymi krawedziami
odwiedzonymi podczas przeszukiwania
w glab oraz graf skierowany G’.

W obu grafach podpisano wierzchotki
ze zbioru V4.

Skojarzenia...
Tomasz IDZIASZEK

Ten numer Delty jest zdominowany przez tematyke skojarzen w grafach.

Dla przypomnienia: graf nieskierowany to zbiér wierzchotkéw potaczonych
krawedziami, skojarzenie zas w tym grafie to taki podzbior krawedzi M, ze kazdy
wierzcholek grafu jest incydentny z co najwyzej jedna krawedzia z M (rys. 1).

W wielu zastosowaniach interesowaé¢ nas bedzie wyznaczenie najliczniejszego
skojarzenia w grafie, tzn. skojarzenia, ktére zawiera mozliwie najwiecej
krawedzi. W tym artykule pokazemy, jak znajdowaé takie skojarzenia.

Nasze algorytmy beda dzialaly metoda przyrostowa: dla danego grafu G
i wyrdéznionego w nim skojarzenia M beda znajdowaé skojarzenie o jedna
krawedz wigksze badz tez beda stwierdzaé, ze M jest juz najliczniejszym
skojarzeniem. W jaki sposob mozna powigkszy¢ skojarzenie? Zauwazmy, ze jesli
w grafie istnieja dwa nieskojarzone wierzchotki potaczone krawedzia, to mozna
te krawedz dodaé¢ do skojarzenia. Pomyst ten mozna uogdlnié: jesli w grafie
istnieja dwa nieskojarzone wierzcholki vy, vor1 polaczone Sciezka, na ktérej
doktadnie co druga krawedz jest skojarzona, tzn. $ciezka

VU1~V ...—V2kt1, UiVi+1 € M jedli ¢ jest nieparzyste,
to mozna wyrzucié¢ ze skojarzenia k krawedzi v;v,41 dla ¢ nieparzystego
i dorzuci¢ do niego k + 1 krawedzi v;v;11 dla i parzystego (rys. 2). Taka Sciezke,
wzdtuz ktérej powiekszamy skojarzenie, nazywamy Sciezkq powiekszajgcq
to skojarzenie. Jasne jest, ze jesli taka Sciezka w grafie istnieje, to mozemy
powiekszy¢ skojarzenie. Okazuje sie, ze implikacja w przeciwna strone réwniez
zachodzi i jest teza twierdzenia sformutowanego i udowodnionego przez
francuskiego matematyka Claude’a Berge’a:

Skojarzenie w grafie jest nagliczniejsze wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje
sciezka powiekszajgca to skojarzenie.

Tak wiec to, czego potrzebujemy, to procedura znajdowania $ciezki
powigkszajacej lub stwierdzania, ze takowa nie istnieje. Dla ustalenia uwagi
mozemy skupi¢ si¢ na poszukiwaniu $ciezki powickszajacej zaczynajacej sie

w ustalonym nieskojarzonym wierzchotku vy — wystarczy przejrze¢ wszystkie
takie wierzcholtki. Oczywiscie, moglibySmy wyznaczyé¢ wszystkie $ciezki
wychodzace z tego wierzchotka, korzystajac z przeszukiwania z nawrotami.

Taka metoda bedzie jednak wymagac¢ czasu wykladniczego, zatem potrzebujemy
czego$ sprytniejszego.

Na poczatek zajmiemy sie grafami dwudzielnymi, tzn. takimi, ktérych zbior
wierzchotkéw mozemy podzieli¢ na takie dwa podzbiory Va, Vg, ze kazda
krawedz laczy wierzcholki nalezace do réznych podzbioréw. Sprébujmy
usprawni¢ przeszukiwanie z nawrotami, tak aby odwiedzi¢ kazdy wierzchotek
co najwyzej raz. A konkretnie: zaczynajac z wierzchotka vy € Vy, wykonujemy
przeszukiwanie grafu w glab, z tym ze w kazdym wierzchotku na glebokosci
parzystej przegladamy nieskojarzone krawedzie wychodzace z tego wierzchotka,
w kazdym za$ wierzchotku na glebokosci nieparzystej idziemy krawedzia
skojarzona (moze by¢ co najwyzej jedna). Jedli trafimy na wierzchotek
nieskojarzony, to znaczy, ze znalezlidmy $ciezke powigkszajaca (rys. 3).

Co ciekawe, jesli na niego nie trafiliSmy, to znaczy, ze Sciezki powiekszajacej
nie ma. Jak to udowodni¢?

Rozwazmy graf skierowany G’ o zbiorze wierzchotkéw V4 U Vi. Dla kazdej
krawedzi vavg, va € Va, vg € Vg, z naszego G dodajmy do G’ skierowana
krawedz: vq4 — vp, jeSli vavg € M, albo vp — vy, jesli vavp € M. Zauwazmy,
ze w grafie GG istnieje $ciezka powigkszajaca wtedy i tylko wtedy, gdy

w grafie G’ da sie doj$¢ (zgodnie ze skierowaniem krawedzi) z wierzchotka vg
do innego wierzchotka nieskojarzonego. A powyzszy algorytm to nic innego jak
zwykle przeszukiwanie w glab grafu G’.
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Rys. 4. Po lewej: graf ze skojarzeniem
(pogrubione krawedzie) i $ciezka
powigkszajaca (kolor). Po prawej: ten sam
graf z krawedziami odwiedzonymi

przez algorytm.
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Rys. 5. Na gorze po lewej: graf G

z zaznaczonym kielichem. Na gérze

po prawej: graf G i z zaznaczong Sciezka
powiekszajaca. Na dole: dwie mozliwosci
uzupelnienia $ciezki powigkszajacej

w grafie G.

Przeszukiwanie to dziala w czasie O(m), zatem znalezienie $ciezki
powiekszajacej zajmie czas O(nm), jesli zaczynamy przeszukiwanie z kazdego
wierzcholka nieskojarzonego od nowa, lub O(m), jesli zaczynamy naraz

7z wszystkich wierzchotkéw nieskojarzonych z V4 (dlaczego mozemy tak zrobi¢?).
Skojarzenie moze byé powigkszone co najwyzej n/2 razy, zatem caly algorytm
dziala w czasie O(nm). Dodajmy, ze w praktyce nie oplaca sie zaczynaé

z pustego skojarzenia, ale z jakiegos$ skojarzenia znalezionego prostsza metoda
(przykladowo, algorytm zachlannie dodajacy kolejne krawedzie do skojarzenia
zawsze znajdzie skojarzenie o licznosci rownej co najmniej potowie licznosci
najliczniejszego skojarzenia).

Okazuje sie, ze w przypadku grafow, ktore nie sa dwudzielne, sprawa sie
komplikuje, a nasz algorytm nie dziala. Istotnie, spéjrzmy na graf z rysunku 4.
Pomimo tego, ze istnieje w nim $ciezka powiekszajaca z wierzcholka vy

do wierzchotka vy, to algorytm nigdy jej nie znajdzie, jedli zacznie obchodzi¢
cykl od lewej strony (w szczegblnosci nigdy nie odwiedzi wierzchotka vy).

Caly klopot jest powodowany przez cykle, ktére znajdujemy, przeszukujac graf.
Problematyczne okazuja sie mianowicie cykle nieparzystej dtugosci, ktoére sa
polaczone z wierzchotkiem vy $ciezka o parzystej dtugosci. Taki cykl nazwiemy
kielichem (ang. blossom), a $ciezke lodygq (ang. stem). Kanadyjski matematyk
Jack Edmonds podal nastepujacy sposob, w jaki mozna sobie z nimi radzi¢:
Sciagnad, czyli zastapi¢ jednym wierzchotkiem, a nastepnie rekurencyjnie
poszukaé Sciezki powigkszajacej w mniejszym grafie. Przyjrzyjmy sie temu
pomystowi blizej.

Operacja Sciagniecia kielicha wyglada nastepujaco (rys. 5): zastepujemy wszystkie
wierzchotki kielicha jednym wierzchotkiem vy, ktéry jest potaczony krawedziami
z wszystkimi sgsiadami kielicha, otrzymujac graf G . Zauwazmy, ze na rysunku
wierzchotek vy, ktory taczyl kielich z todyga, byl jedynym wierzchotkiem sposréd
wierzchotkéw kielicha skojarzonym z wierzchotkiem poza kielichem, zatem
wierzchotek vy bedzie rowniez skojarzony z doktadnie jednym wierzchotkiem.
Wynika z tego, ze po $ciagnieciu nowo utworzone skojarzenie Mg nadal jest
poprawne. Okazuje sie, ze prawdziwy jest nastepujacy lemat:

W grafie G istnieje Sciezka powickszajgca skojarzenie M wtedy i tylko wtedy, gdy
w grafie Gk istnieje Sciezka powiekszajgca skojarzenie My .

" Dla dowodu lematu zalézmy, ze w grafie Gk znalezlidmy $ciezke
powiekszajaca S. Pokazemy, jak dzieki niej znalezé $ciezke w grafie G. Jesli
Sciezka S nie zawiera wierzchotka vg, to w oczywisty sposob jest ona rowniez
Sciezka powigkszajaca w G. W przeciwnym przypadku mozna ja uzupelnic
krawedziami z kielicha, przechodzac go w lewo lub w prawo, w zaleznosci od
polozenia wierzcholka vs, ktérym wchodzi druga krawedz $ciezki (rys. 5).
Ponadto kazda $ciezka powiekszajaca w G musi byé takiej postaci (tzn. jesli
przecina kielich, to wchodzi do niego krawedzia todygi), zatem jest réwniez
Sciezka powigkszajaca w G .

Jako zadanie dla Czytelnika pozostawiamy wykazanie, ze jesli w G istnieje
Sciezka powigkszajaca, to nasz algorytm wyszukujacy Sciezki powiekszajace albo
ja znajdzie, albo znajdzie kielich, ktéry mozna Sciagnac.

Znalezienie $ciezki powigkszajacej z ustalonego wierzcholka zajmuje czas O(nm),
gdyz potencjalnie az n/2 razy bedziemy musieli wykonaé $ciagniecie kielicha.
Zatem caly algorytm dziala w czasie O(n3m).

Na koniec zaznaczmy, ze opisane algorytmy nie sa najlepszymi znanymi
algorytmami znajdujacymi najliczniejsze skojarzenia w grafach, sa za to
niezbyt skomplikowane. Przykladowo algorytm Hopcrofta—Karpa dla graféw
dwudzielnych oraz algorytm Micalego—Vaziraniego dla graféw dowolnych
dzialaja w czasie O(y/nm), zas randomizowany algorytm Muchy—Sankowskiego
sprowadza znajdowanie skojarzenia w grafie dowolnym do problemu mnozenia
macierzy i dziala w czasie O(n??7).

2



