Praca Alana Turinga ukazala si¢

w 1937 roku. Rok wczesniej taki sam
wynik osiagnal Alonzo Church dla innej
formalizacji pojecia obliczenia, ktéra
potem okazata si¢ rownowazna.
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Co da sie¢ obliczy¢, a czego si¢ nie da? Dzis informatycy pytaja o to
rutynowo w kontekscie przerdéznych probleméw, jednak pierwsza odpowiedz
na to pytanie pojawita si¢ na dobra sprawe, jeszcze zanim ktokolwiek zdazyt
je zadacé, i wprawita srodowisko naukowe w zaklopotanie.

Na poczatku XX wieku matematycy wierzyli, ze kazdy problem
matematyczny da si¢ rozstrzygnaé za pomoca obliczen. U szczytu

tego optymizmu, w 1928 roku, David Hilbert postulowal opracowanie
uniwersalnej metody pozwalajacej na obliczenie prawdziwosci dowolnego
stwierdzenia sformutowanego w jezyku logiki pierwszego rzedu — czyli

za pomocy spojnikow logicznych 4, lub, nie oraz kwantyfikatorow istnieje
i dla kaZdego. Niecale 10 lat pézniej Alan Turing udowodnil, ze taki
algorytm nie istnieje. A wiec sg rzeczy, ktérych obliczy¢ sie nie da! Ale
co to wladciwie znaczy? Wydaje sie, ze wiemy, co to znaczy obliczyé. Jednak
aby wykazad, ze czego$ obliczy¢ sie nie da, potrzebujemy wiecej niz tylko
nieformalnej intuicji. Potrzebujemy definicji obliczenia.

Rachunek jako obliczenie. Aby sformutowaé definicje obliczenia,

Alan Turing przeanalizowal prace rachmistrza, czyli czlowieka
przeprowadzajacego rachunki. Rachmistrz, mowi Turing, prowadzi obliczenia
na papierze. Papier jest wprawdzie dwuwymiarowy, ale podczas obliczen
nie czynimy z tego uzytku. Przyjmiemy wiec, ze obliczenie prowadzimy

na papierze jednowymiarowym, czyli ta$mie. Tasma ta jest podzielona

na komorki, odpowiadajace kratkom na papierze. W kazdej komoérce mozna
napisa¢ symbol. Komoérka ma ograniczona powierzchnig, a oko ludzkie ma
ograniczong rozdzielczos¢, wiec bez zmniejszenia ogdlnosci mozemy przyjaé,
ze symbole pochodza ze skonczonego alfabetu. Dziatania rachmistrza zaleza
od obserwowanych symboli i jego stanu umysiu. Umyst ludzki jest obiektem
skonczonym i liczba odréznialnych stanéw, ktére moze przyjmowac,

jest skoniczona (cho¢ wielka i trudna do oszacowania). Rachmistrz jest

w stanie jednoczesnie obserwowaé jedynie pewng niewielkg liczbe komérek,
powiedzmy K.

Jakie dzialania wykonuje rachmistrz? Sprobujmy je opisa¢ w terminach
mozliwie najprostszych, niepodzielnych akcji. Rachmistrz moze napisac
symbol w obserwowanej komérce tasmy. Moze tez zmienié obserwowang
komorke na dowolng inna, jesli tylko potrafi ja natychmiast zidentyfikowac.
Jakie komorki moga by¢ natychmiast zidentyfikowane? Komérki, ktéra
jest bardzo daleko od wszystkich obserwowanych komérek, nie da si¢ tatwo
odrozni¢ od jej sasiadow. Rachmistrz jest w stanie dokladnie okresli¢
odlegtos¢ jednym rzutem oka tylko wtedy, gdy odleglosé ta nie jest

zbyt duza, powiedzmy nie wieksza niz D. Przyjmijmy, ze rachmistrz

moze przesunacé kazda obserwowang komoérke o co najwyzej D pozycji

w lewo lub w prawo. Ponadto, w czasie prowadzenia obliczen rachmistrz
zmienia stan umystu. Reasumujac, pojedynczy krok obliczenia obejmuje
napisanie symbolu w niektérych obserwowanych komérkach, przesuniecie
niektérych obserwowanych komorek o co najwyzej D pozycji oraz

zmiane stanu umystu.

Nasz rachmistrz jest profesjonalista, ktéry bezblednie opanowal reguty
prowadzenia rachunkéw, ale nie ma wtasnej inwencji: kazdy kolejny krok jego
rachunku jest catkowicie zdeterminowany przez zawartosé¢ obserwowanych
komoérek i stan umystu. Reguly stosowane przez rachmistrza mozna

opisa¢ funkcja, ktora ciagowi symboli ai,aq,...,ax znajdujacych sie

w obserwowanych komorkach i stanowi umystu p przyporzadkowuje nowy
cigg symboli by, bo, ..., bx, ciag przesunie¢ obserwowanych komérek
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O problemach takich méwimy, ze sa
nierozstrzygalne. Innym stynnym
problemem nierozstrzygalnym jest

problem stopu, tzn. problem stwierdzenia,
czy dla danego zestawu instrukcji i danych
poczatkowych obliczenie zakonczy sig, czy

tez bedzie trwalo w nieskoniczonosé.

&

di,ds,...,dx oraz nowy stan q. To znaczy, ze rachmistrz w pierwszej
obserwowanej komérce pisze symbol by (jesli a3 = by, to rachmistrz nic

nie pisze), a nastepnie zmienia obserwowana komérke na komérke znajdujaca
si¢ 0 dy pozycji w prawo, jesli d; > 0, lub o —dy pozycji w lewo, jesli d; < 0
(jesli di = 0, obserwowana komérka si¢ nie zmienia). Nastepnie rachmistrz
postepuje podobnie dla komérek 2,3, ..., K, po czym zmienia stan umystu
na q. Rachmistrz zaczyna obliczenie w pewnym ustalonym stanie umystu,
majac na tasmie zapisane dane poczgtkowe i obserwujac pierwszych K
komoérek tasmy. Potem wykonuje akcje wskazywane przez reguty. Obliczenie
konczy sie, gdy rachmistrz osiggnie odpowiedni stan umystu, réwniez z géry
ustalony. Wynik obliczenia jest zapisany na tadmie.

Zwrbéémy uwage, ze prace rachmistrza moze wykonaé kazdy, jesli tylko
dostanie odpowiednie instrukcje: liste symboli alfabetu, liste mozliwych
stanéw, stan poczatkowy, stan konicowy oraz powyzsza funkcje. A skoro
tak, to dlaczego nie mogtaby tej pracy wykonywaé maszyna? W ciagu
10 lat od ogtoszenia koncepcji maszyny Turinga pierwsze programowalne
komputery zostang skonstruowane w Niemczech, Wielkiej Brytanii

i Stanach Zjednoczonych. ..

Wréémy jednak do problemu obliczalnosci. Alan Turing przyjal, ze
uniwersalna metoda obliczania odpowiedzi na pytanie to po prostu taki
zestaw instrukcji dla rachmistrza: wymagamy jedynie tego, zeby dla kazdych
danych poczatkowych rachmistrz konczyl obliczenie i zapisywal na tasmie
poprawng odpowiedz. W przypadku problemu postawionego przez Hilberta
dane poczatkowe to stwierdzenie zapisane za pomoca symboli logicznych,

a odpowiedz brzmi tak lub nie, zaleznie od tego, czy dane stwierdzenie jest
prawdziwe, czy falszywe. Turing udowodnil, ze istniejg problemy, dla ktérych
nie ma uniwersalnej metody obliczania odpowiedzi i ze zagadnienie opisane
przez Hilberta jest jednym z takich probleméw.

Dowéd jako obliczenie. Wyniki Turinga zdaja si¢ obnazaé stabosé
matematyki: oto sg rzeczy, ktérych nie da sie obliczyé¢. Ale przeciez
matematyka to nie tylko rachunki! Czym rézni sie praca matematyka
prébujacego udowodnié¢ twierdzenie od pracy rachmistrza? Rachmistrz dziata
zgodnie z instrukcjami, jednoznacznie wskazujacymi kazdy kolejny krok
obliczen. Matematyk, prowadzac rozumowanie, rowniez kieruje sie pewnymi
regutami, jednak reguly te nie méwia, jaki krok nalezy wykonaé, ale raczej
jakie sa mozliwe kroki. Sposréd wielu mozliwych krokéw za kazdym razem
trzeba wybraé jeden i nie ma zadnej gwarancji, ze akurat ten doprowadzi
nas do celu. Aby uwzglednié¢ to zjawisko w modelu maszyny Turinga,
wystarczy zmodyfikowaé funkcje opisujaca reguly obliczenia. Funkcja
opisujaca prace rachmistrza wskazywata kolejng akcje na podstawie symboli
w obserwowanych komoérkach i biezacego stanu umystu. Funkcja opisujaca
prace matematyka bedzie wskazywata zbior mozliwych akcji. Taki model
obliczen nazywamy niedeterministyczng maszyna Turinga. Model opisany
wcezesniej to maszyna deterministyczna.

Dla uproszczenia rozwazan przyjmijmy, ze interesuja nas wytacznie
pytania typu tak/nie. Nawet dla takich pytan rézne ciagi wyboréw
maszyny niedeterministycznej moga prowadzi¢ do réznych odpowiedzi.
Co zatem jest wynikiem obliczen? Wré¢my na chwile do zjawiska, ktore
usitujemy modelowaé, czyli do dowodzenia twierdzen. Twierdzenie
uznajemy za udowodnione, gdy odkryjemy ciag krokéw prowadzacy

do celu. Nie przejmujemy si¢ tym, ze wiele wyboréow okazuje si¢ ztych

i kolejne proby dowodu laduja w koszu. .. Wypada nam zatem przyjac,
ze wynikiem obliczenia niedeterministycznej maszyny Turinga dla
ustalonych danych poczatkowych jest tak, jesli cho¢ jeden ciag wyborow
prowadzi do odpowiedzi tak. Jesli wszystkie ciagi wyboréw prowadza
do odpowiedzi nie, wtedy przyjmujemy, ze wynikiem obliczenia jest nie.
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Czytelnik Dociekliwy spyta, czy mamy
gwarancje, ze nasza symulacja zawsze si¢
zakoriczy. Jedli istnieje ciag wyboréw N
prowadzacy do wyniku tak, to w koincu
sig na niego natkniemy. Ale co, jesli taki
cigg wyboréw nie istnieje? Wtedy wiemy,
ze kazdy ciag wyboréw maszyny N
prowadzi do odpowiedzi nie w skonczenie
wielu krokach. Czy z tego wynika,

ze nasza symulacja tez si¢ skonczy

po skonczenie wielu krokach? Okazuje
sie, ze tak. Gwarancji udziela nam
nastepujacy lemat Koniga: jesli kazdy
wierzcholek w drzewie ma skonczenie
wiele dzieci i kazda galqgZ jest skoriczona,
to cale drzewo tez jest skorniczone.

&

Innymi stowy, maszyna konstruuje dowéd na to, ze odpowiedz brzmi tak:
nalezy odpowiedzie¢ tak wtedy, gdy istnieje choé¢ jeden dowdd.

Wydawaé by sie moglo, ze niedeterministyczne maszyny potrafia rozwiazaé
wiecej probleméw niz deterministyczne. Okazuje si¢ jednak, ze tak nie jest:
kazdg niedeterministyczng maszyne Turinga A mozna zasymulowaé

za pomoca maszyny deterministycznej D. Symulacja ta nie jest trudna

do wyobrazenia: wystarczy réwnolegle rozwazaé wszystkie mozliwe wybory
maszyny N . Obliczenia obu maszyn rozpoczynaja si¢ tak samo: na tasmie
zapisane sg dane poczatkowe, maszyny znajduja sie w stanie poczatkowym,
obserwuja pierwsze K komorek tasmy. Maszyna AN/ w tym momencie
wybiera jedng z kilku mozliwych akcji. Maszyna D natomiast kopiuje
zawarto$¢ tasmy tyle razy, ile mozliwych akcji ma maszyna N (kolejne
kopie oddziela dodatkowym symbolem, nieuzywanym przez N'). Ponadto,
w kazdej kopii zaznacza pozycje komoérek obserwowanych przez N oraz stan
maszyny N . Nastepnie, w kazdej z tych kopii D symuluje inny wybér N:
modyfikuje zawartos¢ tasmy, przesuwa obserwowane komorki i zmienia
stan maszyny zgodnie z opisem akcji znajdujacym si¢ w zbiorze regut
maszyny N. W ten sposéb D ma na tasmie wszystkie mozliwe rezultaty
obliczenia N po jednym kroku. Dalej symulacja przebiega podobnie: dla
kazdego rezultatu obliczenia wykonujemy tyle kopii, ile maszyna N ma
mozliwoéci do wyboru, a potem w kazdej kopii wykonujemy inng akcje.

Po kolejnych rundach symulacji mamy na tasmie zapisane wszystkie
mozliwe rezultaty obliczenia N po 2,3,4, ... krokach. Jedli w dowolnym
momencie otrzymamy wynik tak, to konczymy symulacje i udzielamy
odpowiedzi tak. Jesli natomiast dojdziemy do sytuacji, w ktérej wszystkie
rezultaty odpowiadajg zakoficzonemu obliczeniu N z wynikiem nie, to
konczymy obliczenie z odpowiedzia nie.

Gra jako obliczenie. Wiemy juz, ze dodanie niedeterministycznych
wyboréw do naszego modelu obliczen nie pozwala na rozwiazywanie
nowych probleméw. Sprobujmy wiec czegos wiecej. Wyobrazmy sobie,

ze matematyk prébuje przekonaé¢ swoja sceptyczng kolezanke, ze potrafi
udowodnié¢ pewne twierdzenie. Przypusémy, ze matematyk méwi: ,,Aby
udowodnié¢ twierdzenie, dowodze lemat A, potem lemat B, a z nich
otrzymuje twierdzenie jako wniosek C”. Kolezanka moglaby odpowiedzie¢:
,Dobrze, ale jak dowodzisz lemat B?”. Matematyk na to: ,Robie najpierw
obserwacje B.1, potem korzystam z ogdlnego faktu B.2 i dostaje lemat jako
wniosek B.3”. Kolezanka: ,W porzadku, pokaz, jak dostajesz wniosek B.3”.
Matematyk podaje dowdéd wniosku. Po takiej wymianie zdan sceptyczna
kolezanka przyjmuje, ze matematyk faktycznie zna dowdd twierdzenia,
choé¢ nie zobaczyla go w calosci. Kolezanka wierzy bowiem, ze matematyk
nie tylko potrafil odpowiedzie¢ na pytania, ktére ustyszal, ale ze ma
kompletng strategie odpowiedzi na wszystkie mozliwe pytania.

Taki sposob weryfikacji istnienia dowodu modelujemy za pomoca
alternujgeych maszyn Turinga. Stany maszyny alternujacej sa podzielone
na dwa zbiory: stany egzystencjalne, kontrolowane przez matematyka, oraz
stany uniwersalne, kontrolowane przez jego sceptyczng kolezanke. Poza tym
maszyna alternujaca wyglada tak jak niedeterministyczna, tzn. obliczenie
wymaga dokonywania wyboréw sposréd dostepnych krokow. Jesli biezacy
stan jest egzystencjalny, to matematyk wybiera kolejny krok obliczenia. Jesli
jednak stan jest uniwersalny, to kolejny krok wybiera sceptyczna kolezanka,
a matematyk musi umie¢ poradzi¢ sobie niezaleznie od wyboru kolezanki.
Maszyna udziela odpowiedzi tak, jesli matematyk ma strategie prowadzaca
do wyniku tak, niezaleznie od wyboréw kolezanki.

Czy w tak poszerzonym modelu da si¢ rozwiazaé¢ wiecej probleméw? Okazuje
sie, ze odpowiedz znowu jest negatywna. Dosé tatwo jest symulowaé¢ maszyne
alternujaca A za pomoca maszyny niedeterministycznej N. Symulacja jest
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Rozwigzanie zadania F 843.
Zgodnie z prawem Faradaya sita
elektromotoryczna jest réwna
A
A
gdzie ¢ to strumien wektora indukcji
magnetycznej. Z warunkéw zadania mamy
¢ = ktS, a wigc £ = kS, gdzie S jest
polem powierzchni ograniczonej obrecza.
Ze wzgledu na symetrie zagadnienia
wartosé pola elektrycznego w kazdym
punkcie obreczy jest taka sama. Poniewaz
wartos¢ liczbowa sily elektromotorycznej
indukcji jest z definicji réwna wykonanej
przez zewnetrzne zrédlo energii pracy
potrzebnej na jednokrotny obieg obwodu
przez jednostkowy tadunek elektryczny,
wiec zachodzi zwigzek £ = 27wrE. Stad
£
E =
27r
i ostatecznie

Problem ustalenia, czy P = NP, jest
jednym z kilku najwazniejszych
probleméw otwartych wspolczesnej
matematyki i prawdopodobnie
najistotniejszym pytaniem

w teoretycznej informatyce.

podobna do poprzedniej: na tasmie trzymamy czesciowe rezultaty

obliczen A, ale tym razem tylko niektére. Mianowicie, je$li w rozwazanym
czesciowym rezultacie maszyna A jest w stanie egzystencjalnym, to
maszyna N niedeterministycznie wybiera jeden z mozliwych ruchéw
maszyny A. Jesli natomiast A jest w stanie uniwersalnym, to N wykonuje
wszystkie mozliwe ruchy w oddzielnych kopiach cze$ciowego rezultatu,
podobnie jak wczeéniej. Maszyna N akceptuje, jedli wszystkie czeSciowe
rezultaty odpowiadaja ukonczonemu obliczeniu maszyny A z wynikiem tak.

Pozytki z niedeterminizmu i alternacji. Pokazalidmy, ze zaréwno
maszyny niedeterministyczne, jak i alternujace rozwiazuja doktadnie te same
problemy co maszyny deterministyczne. Czy to znaczy, ze z niedeterminizmu
i alternacji nie ma zadnego pozytku? Dotychczas interesowalidémy sie
wylacznie tym, czy odpowiedz na pytanie da sie obliczy¢, czy tez nie.
Jednak duzo istotniejsze jest pytanie, czy odpowiedz da si¢ obliczy¢ szybko.
Rozwazmy nastepujacy problem: sposréd 400 uczniéw nalezy wybrad

100, ktorzy beda spali w jednej duzej sali podczas wycieczki szkolnej,

nalezy jednak przestrzegaé reguly, aby pewne pary uczniéw nie znalazty

sie jednocze$nie w tej sali; lista takich zakazanych par jest réwniez czedcia
danych poczatkowych. Jak mozna taki problem rozwiaza¢? Mozna rozwazy¢
po kolei wszystkie mozliwe podzbiory 100 uczniéow i dla kazdego zbioru
sprawdzi¢, czy zawiera zakazang pare, czy nie. Ale czy ta metoda jest
praktyczna? Wymaga ona rozwazenia (100) = 2,2 - 10% podzbioréw.

Ta liczba na papierze wyglada niegroznie, ale wedle szacunkéw kosmologdw
wielokrotnie przekracza liczbe atoméw w obserwowalnym wszech$wiecie.
Trudno wiec sobie wyobrazi¢, ze ta metoda mozna uzyskaé¢ wynik nawet przy
uzyciu bardzo szybkiego komputera. . .

7 drugiej strony, niedeterministyczna maszyna Turinga mogtaby po prostu
przejrzed liste uczniéw i niedeterministycznie zaznaczy¢ 100 sposrdd nich,

a nastepnie sprawdzié¢, czy wybrany podzbior nie zawiera zadnej zakazanej
pary. Ta metoda wymaga przejrzenia listy uczniow raz dla kazdej zakazanej
pary, a wigc nie wigcej niz (430) = 79800 razy. Wigkszosci wspolezesnych
komputeréw nie zajeloby to nawet sekundy. Ktopot polega na tym, ze
komputery sa realizacja deterministycznej maszyny Turinga, a wiec nie moga
po prostu niedeterministycznie wygenerowaé¢ podzbioru uczniéw.

Pytanie brzmi wigc: jak szybko mozna symulowaé¢ maszyny
niedeterministyczne (lub alternujace) za pomoca maszyn deterministycznych.
Obie opisane przez nas symulacje sa wykladnicze: jesli maszyna
niedeterministyczna o @ stanach wykonuje N krokéw, to symulujaca
maszyna deterministyczna wykonuje mniej wiecej QV krokéw. Na przyklad
dla niedeterministycznej maszyny rozwiazujacej problem wyboru

100 uczniéw taka symulacja zajetaby wiecej czasu niz bezposrednie
przejrzenie wszystkich mozliwych podzbioréw. Czy da sig¢ to zrobi¢

lepiej? Konkretnie, czy da si¢ zasymulowaé obliczenie niedeterministyczne
dhugosci N za pomoca deterministycznego obliczenia diugoéci N¢, dla
pewnej stalej d? Na to pytanie do dzi§ nikomu nie udalo sie udzielié
odpowiedzi. Odpowiedz twierdzaca oznaczalaby, ze problemy rozwiazywalne
w wielomianowo wielu krokach na maszynie niedeterministycznej da sie
rozwigzaé¢ w wielomianowo wielu krokach na maszynie deterministycznej,
czyli ze P = NP. Odpowiedz przeczaca nie dawalaby bezposrednich
wnioskow dotyczacych problemu P = NP, ale bytaby nie mniej sensacyjna.
Problemy rozwiazywalne na maszynie alternujacej w wielomianowo wielu
krokach tworza tzw. klase PSPACE (nazwa pochodzi od réwnowaznej
charakteryzacji przez maszyny deterministyczne uzywajace wielomianowej
liczby komérek tasmy). O tej klasie réwniez nie wiadomo, czy jest réwna
klasie NP, czy tez jest od niej wieksza. Choé pytanie to jest mniej stynne,
rozstrzygniecie tego problemu byloby réwniez wielkim przetomem.
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