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Rys. 1. Dla powyzszego planu Bitlandii,
jesli armia zaczyna w miescie 1, to
general A moze przesunaé ja do miasta

3, 4 lub 5. Niezaleznie od jego wyboru
generatowi B pozostaje jedyny ruch

do miasta 2. General A rusza wtedy

do jeszcze nieodwiedzonego miasta

ze zbioru {3,4,5} i wygrywa.

Jesli armia zaczyna w miescie 3, to wygra
general B.

Skojarzenie jest doskonale, jesli z kazdego
wierzchotka wychodzi krawedz z M (tzn.
kazdy wierzcholek jest skojarzony w M).
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Rys. 2. Ilustracja przypadku dla k& = 3.
Krawedzie nalezace do M sa pogrubione.

Dla grafu z rysunku 1 mamy szesé
najliczniejszych skojarzen, z ktérych
kazde kojarzy wierzchotek 1 oraz 2

i pozostawia jeden nieskojarzony
wierzchotek ze zbioru {3,4,5}.

Informatyczny kacik olimpijski (66): Dwéch generatéw

W tym kaciku zajmiemy sie zadaniem Dwdch generaléow, ktére pochodzi
z Uniwersyteckich Zawodéw Informatycznych organizowanych przez Uniwersytet
Jagiellonski, a konkretnie z konkursu z pazdziernika 2009 roku.

Generatowie A i B rywalizujg ze soba, na przemian dyktujac ruchy bajtockiej armii,
ktéra prowadzi kampanie wojenna w Bitlandii. W kraju tym jest n miast potaczonych
miedzy soba dwukierunkowymi drogami. Ruch armii polega na przesunieciu jej z miasta,
w ktérym stacjonuje, wzdluz drogi, do jednego z miast sasiednich. Kazde miasto,

w ktérym znajdzie sie armia, zostaje ztupione i spalone — nie mozna go wiec odwiedzié
ponownie. Jesli general nie bedzie moéglt wykonaé ruchu, to odmieszy sie przed armia

i przegra rywalizacje. Dla kazdej poczatkowej pozycji armii nalezy rozstrzygnaé, ktéry

z generaléw wygra, zakladajac, ze general A zaczyna i ze obaj generalowie graja
optymalnie (patrz rys. 1).

Plan Bitlandii mozemy traktowa¢ jako graf nieskierowany G o n wierzchotkach

i m krawedziach. Na poczatek sprobujmy rozwiazaé prostszag wersje tego zadania,

w ktérej graf G jest dwudzielny (wierzcholki reprezentujace miasta mozemy podzielié
na dwa zbiory Va, Vi tak, ze kazda krawedz-droga laczy wierzchotki znajdujace sie

w réznych zbiorach). Niech miasto poczatkowe bedzie w V4. W tej sytuacji ruch
generata A zawsze prowadzi z V4 do Vg, za$ ruch generala B — przeciwnie. Rozwazmy
pewng rozgrywke miedzy generatami, w ktérej zwycieza general A oraz wszystkie miasta
Bitlandii zostaly odwiedzone. W rozgrywce tej dla kazdego miasta v € V4 general A
wybral pewne miasto f(v) € Vg, do ktérego ruszyl sie z v. Z warunkéw zadania wynika,
ze funkcja f jest bijekcja. Ponadto, zbiér krawedzi, ktérymi poruszal sie general A, jest
doskonalym skojarzeniem w grafie G.

Zauwazmy wiec, ze jesli w grafie G istnieje doskonalte skojarzenie M, to general A wygrywa,
startujac z dowolnego miasta, a jego strategia polega na poruszaniu sie po krawedziach
ze skojarzenia M. General B nigdy nie bedzie mégl zrobié¢ ruchu krawedzia z M.

No dobrze, ale co w przypadku, gdy w G nie istnieje doskonale skojarzenie? Niech M
bedzie pewnym najliczniejszym skojarzeniem w G, zas v1 € V4 bedzie wierzchotkiem
poczatkowym, ktéry nie jest skojarzony w M. Zauwazmy, ze jakikolwiek ruch generata A musi
prowadzi¢ do wierzchotka vy, € Vi, ktéry jest skojarzony w M, inaczej bowiem moglibySmy
powiekszyé M, dokladajac do niego krawedz vivs. General B moze wtedy odpowiedzieé
ruchem wzdtuz krawedzi z M. Okazuje sie, ze bedzie moégt tak zrobi¢ zawsze. Zatézmy bowiem,
ze w k-tym ruchu general B trafia na nieskojarzony wierzcholek, czyli vi,va,. .., va jest
ciggiem odwiedzonych wierzchotkéw, v;v;41 € M wtedy gdy ¢ jest parzyste, oraz vy i vay sa
nieskojarzone w M (rys. 2). Wéwczas mozemy usunaé ze skojarzenia k — 1 krawedzi v;v;41 dla
1 parzystego, a zamiast tego dolozy¢ k krawedzi v;v; 1 dla ¢ nieparzystego, co daje skojarzenie
liczniejsze niz M — sprzecznosé. Wynika z tego, ze jesli w grafie G pewne najliczniejsze
skojarzenie nie kojarzy wierzchotka poczatkowego, to skojarzenie to wyznacza strategie
wygrywajacg dla generata B.

Pozostal do rozwazenia przypadek, w ktéorym wierzchotek poczatkowy vy jest skojarzony
w kazdym najliczniejszym skojarzeniu. Niech M bedzie pewnym takim skojarzeniem.
Pokazemy, ze wygrywa general A, a jego strategia jest poruszanie si¢ wzdluz krawedzi
skojarzenia M. Argument jest podobny jak poprzednio: gdyby w pewnym momencie dla
ciggu odwiedzonych wierzchotkéw vy, ve, ..., vart1, wierzchotek vogy1 byt nieskojarzony
w M, to wymieniajac k krawedzi v;v;41 dla i nieparzystego na k krawedzi v;,v;+1 dla

i parzystego, dostajemy nowe skojarzenie (réwnoliczne z M, a wigc o najwickszej
licznosci), ktére nie kojarzy wierzchotka v;. Znéw dochodzimy do sprzecznosci.

Wystarczy zatem dla kazdego wierzchotka v sprawdzié, czy kazde najliczniejsze
skojarzenie kojarzy ten wierzchotek. Dowolne najliczniejsze skojarzenie M mozemy
wyznaczy¢ np. w czasie O(nm), poprzez n-krotne wyszukanie $ciezki powiekszajacej.
Wierzchotek v jest kojarzony w kazdym najliczniejszym skojarzeniu, jesli jest
skojarzony w M oraz, po usunieciu v z grafu, liczno$é najliczniejszego skojarzenia sie
zmniejsza. Zauwazmy, ze szukajac skojarzenia, nie musimy zaczyna¢ zawsze od nowa,
wystarczy w skojarzeniu M usunaé krawedz kojarzaca v oraz poszukaé jednej Sciezki
powiekszajacej. Zatem caly algorytm dziala w czasie O(nm).

W tym momencie Czytelnik moze pokreci¢ z powatpiewaniem glowa, ze, owszem,
zrobiliémy rozgrzewke i rozwiagzaliSmy zadanie dla graféw dwudzielnych — ale jak

nasze rozwazania maja sie do rozwiazania dla graféw dowolnych? I bedzie mial
stusznosé, gdyz w istocie wiele probleméw, ktére umiemy sprawnie rozwiazaé¢ dla graféw
dwudzielnych, staje sie trudne dla graféw niemajacych tej wlasnosci. Zachecam jednak
Czytelnika do przeczytania jeszcze raz powyzszego rozwiazania i przekonania sie, ze

tak naprawde nigdzie nie korzystamy z zalozenia, ze graf G jest dwudzielny. Zatem
nasze rozwiazanie dziata réwniez w ogélnym przypadku, pod warunkiem ze umiemy
znajdowaé najliczniejsze skojarzenia w dowolnych grafach. Mozna to zrobi¢ w czasie
O(n3m) algorytmem Edmondsa i w takim tez czasie dziala cale rozwigzanie.
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