Klub 44

®

-

Termin nadsyltania rozwigzan:
31 XII 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
657 (WT =1,71) i 658 (WT = 1,81)
z numeru 3/2013

Jerzy Cisto Wroctaw 44,58
Pawel Labedzki Kielce 43,50
Krzysztof Kaminiski  Pabianice 41,63
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 41,55

Pawel Najman Krakéw 39,71
‘Wojciech Maciak Warszawa 36,72
Marek Spychata Warszawa 36,50

Znakomity uczestnik Ligi, Jerzy Cisto
— juz trzykrotnie Weteran — a teraz
dziesigty raz!

w

Rozwigzanie zadania M 1401.
7 nieréwnosci miedzy $rednimi
i oszacowania sinz < x mamy

1/cosa+ 1/cos 3 >
>24/1/(cosacosfB) >

> 2\/sin(a + B)/(cosacos fB) =

=24/tga+ tg .

Réwnosé zachodzi wtedy i tylko wtedy,

gdy cosa = cos B isin(a + 8) = 1, co jest

réwnowazne temu, ze o = 3 = 71'/4.

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 667, 668
Redaguje Marcin E. KUCZMA

667. Kwadratowa plansza o rozmiarach n x n ma pola pokolorowane jak
szachownica; n jest ustalona liczba parzysta. Wykonujemy ciag ruchéw.

W kazdym ruchu wybieramy dowolny prostokat, ztozony z pél planszy,

i zmieniamy kolory wszystkich pél w obrebie tego prostokata (biale na czarne,
czarne na biale). Wyznaczy¢ najmniejsza liczbe ruchéw wystarczajaca, by
wszystkie pola planszy uzyskaly jednakowy kolor.

668. Czy istnieje podzbiér wlasciwy zbioru liczb wymiernych dodatnich,

w ktérym wykonalne sa dzialania mnozenia i dzielenia, nie zawierajacy sie
w zadnym innym podzbiorze wlasciwym zbioru liczb wymiernych dodatnich,
w ktérym wykonalne sa powyzsze dziatania?

Zadanie 668 zaproponowal pan Michal Kremzer.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2013

Przypominamy tresé zadan:
663. Czy istnieje nieskonczony, écisle rosnacy ciagg liczb naturalnych kg, k1, k2, ... taki, ze dla
kazdego i > 0 iloczyn k3;k3i41k3;42 jest podzielny przez kazda z liczb k3; + 1, k3iy1 + 1, kzjp2 +17
664. Dowiesé, ze jedli liczba rzeczywista x spelnia réwnanie 22 — z|lz] — 1 =0, to kazda potega
liczby z o wykladniku dodatnim nieparzystym takze spelnia to réwnanie.
663. Takie ciagi istnieja. Oto jedna z mozliwych konstrukcji. Zaczynamy
od liczb ky = 2, ky = 5, ko = 9. Przyjmijmy, ze wyrazy ko, k1, ..., ksp—1 sa juz
okreslone i tworza ciag rosnacy dlugosci 3n, spelniajacy wymagany warunek.
Oznaczmy dla wygody: k3,_1 = m. Okreslamy kolejne trzy wyrazy:

kgn = 2m, k3n+1 =4m + ]., k3n+2 = (4m - 1)(2m + 1)
Jasne, ze ksn—1 < k3n < kant+1 < k3nto. Pozostaje sprawdzié, ze iloczyn trzech
wypisanych liczb, réwny 2m(2m + 1)(4dm — 1)(4m + 1), dzieli sie przez kazda
z tych liczb, powiekszona o 1, czyli przez liczby 2m + 1, 4m + 2, 8m? + 2m;
a to jest oczywiste. Kontynuujac, otrzymujemy nieskoniczony ciag (k;)
o zadanych wtlasnosciach.

664. Skoro z(z — |x]) =1, to & > 1. Wykazemy indukcyjnie, ze dla kazdej
liczby nieparzystej n > 1 roznica y,, = ™ — ™" jest liczba catkowita.

Dzielac wyjéciowe réwnanie przez x, widzimy, ze y; = |z (liczba calkowita).
Zatem takze liczba y3 = y3 + 3y, jest calkowita.

Ustalmy wyktadnik nieparzysty n > 3 i zatézmy, ze liczby y,,_o oraz y, sa
catkowite. Przeksztatcenie

Ynt2 + Yo = xn+2 + xn—2 _ x2—n _ x—2—n — (xn _ x—n)(x2 + x—2) _ yn(y% + 2)
pokazuje, ze wowczas liczba y, o tez jest calkowita. Przez indukcje wnosimy, ze
liczby vy1,ys, ys, Y7, . . . wszystkie sa catkowite.

Ponownie ustalmy wyktadnik nieparzysty n. Ze zwiazkéow x > 1, 2" =y, + ="

(yn calkowite) wynika, ze y,, = |z™]. Zachodzi wiec réwnosé 2™ — [z™] — 2~ ™ = 0.
Wystarczy ja pomnozy¢ przez x', by uzyskaé teze zadania.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
552 (WT =1,95) i 553 (WT = 2,7)

z numeru 2/2013

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 43,72

Andrzej Idzik Bolestawiec 37,90
Krzysztof Magiera Losiéw 36,34
Michal Kozlik Gliwice 28,47

Zadania z fizyki nr 564, 565
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

564. Na nieruchomym walcu o promieniu R lezy niewazki pret o dlugosci 21,
na ktérego koncach znajduja sie male kulki o masach m (rys. 1). Znalezé
okres malych drgan preta wokét potozenia réwnowagi. Nie ma poslizgu miedzy
walcem a pretem.

565. Po réwnoleglych, poziomych szynach spietych oporem R moze poruszaé

sie bez tarcia pret o masie m. Uktad znajduje si¢ w jednorodnym polu
magnetycznym o indukcji B. Linie pola magnetycznego sa prostopadte

do plaszcezyzny szyn (rys. 2). Odleglo$é miedzy szynami wynosi I. W chwili
poczatkowej pretowi nadano predkosé vy, rownolegta do szyn. Jaka droge
przebedzie pret do momentu zatrzymania? Jaki tadunek przeplynie w tym czasie
przez opor R? Opor szyn i preta zaniedbujemy.

Rozwigzania zadan z numeru 6/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

560. Jezeli w pewnym inercjalnym ukladzie odniesienia istnieje tylko pole elektryczne E, to

w ukladzie poruszajacym sie¢ z predkoscig ¢ wzgledem ukladu pierwotnego, gdy mozemy zaniedbaé
efekty relatywistyczne, istnieje rowniez pole magnetyczne B = —(7 x Fj)/CQ, gdzie c¢ jest predkosciag
Swiatta. Sprawdz prawdziwosé tego stwierdzenia na przyktadzie pola od tadunku punktowego,
rozwazanego w obu uktadach.

561. Kondensator ptaski umieszczono w jednorodnym polu magnetycznym o indukcji B (rys. 3).
Napiecie miedzy okladkami kondensatora wynosi U, odleglto$é miedzy oktadkami h. Z punktu A
wylatuje elektron prostopadle do linii pola magnetycznego. Jaki warunek musi spelniaé¢ predkosé
elektronu, zeby przelecial on przez kondensator bez kontaktu z jego okladkami? Silty ciezkodci
nie uwzgledniamy, efekty relatywistyczne mozemy zaniedbad.

560. Niech uktad K’ porusza sie z predkoscia ¥ wzgledem ukladu inercjalnego K.
Rozwazmy tadunek punktowy ¢ spoczywajacy w poczatku uktadu K. Pole
elektryczne od tego tadunku w punkcie opisanym wektorem polozenia ¥ ma postaé:
E = q7'/ (4meor®). W uktadzie K’ tadunek ¢ porusza sie predkoscia —% i w przyblizeniu
nierelatywistycznym mozemy go potraktowac jako stalty prad elektryczny. Natezenie
pradu dane jest wzorem I = q/At, gdzie At jest czasem, w ktérym tadunek
przemieszcza si¢ o Al=—7- At. Stad IA] = —q?¥. Zgodnie z prawem Biota—Savarta
pole magnetyczne wytworzone w uktadzie K’ przez poruszajacy sie tadunek ma postaé:

— —

B = MOI&l X 47:? = —poqV X # = —mugegT X E=_%x CEQ
Gdy w pierwotnym uktadzie K obok pola elektrycznego wystepuje réwniez pole
magnetyczne é, pole magnetyczne w uktadzie K’ ma postaé: B =B—-ix E/CQ. Jest
to wzor przyblizony, stuszny jedynie dla v < ¢, kiedy mozemy zaniedbaé op6znienie
zwigzane ze skonczonym rozchodzeniem sie sygnatu elektromagnetycznego.
Otrzymany wzor pokazuje, ze w przyblizeniu nierelatywistycznym pole magnetyczne
nie zmienia si¢ przy przejsciu z jednego uktadu inercjalnego do innego.

561. W chwili poczatkowej na elektron dziala sita elektryczna skierowana w gore
i sita magnetyczna skierowana w dét. Rozwazmy przypadek, gdy sity te rownowaza
sie, czyli predkosé elektronu wynosi vg = E/B = U/(hB). W ukladzie K zwigzanym
z kondensatorem elektron porusza sie wtedy ruchem prostoliniowym z predkoscia vo.
W uktadzie odniesienia K’ poruszajacym si¢ wzgledem K z predkoscia 9 elektron ten
spoczywa, czyli sita magnetyczna na niego nie dziala. Oznacza to, ze w uktadzie K’
nie moze réwniez dzialaé sita elektryczna, czyli w ukladzie tym nie ma pola
elektrycznego. Elektron wylatujacy z punktu A z predkoécia ¥ ma w uktadzie K’
predkos$é ¥ — v 1 porusza sie po okregu o promieniu R = m|v — 65|/ (eB), stycznym
do prostej réwnoleglej do predkosci ¥ (m i e oznaczaja odpowiednio mase i wartosé
bezwzgledna tadunku elektronu). Poniewaz mamy do czynienia z przypadkiem
nierelatywistycznym, wektor indukeji pola magnetycznego w uktadzie K’ nadal
wynosi B (patrz zadanie 560). W uktadzie zwigzanym z kondensatorem ruch elektronu
jest ztozeniem ruchu po okregu oraz ruchu postepowego z predkoscia vg. Elektron
przeleci przez kondensator bez kontaktu z oktadkami, gdy 2R < h/2. Zatem predkosé
elektronu musi spetnia¢ warunki:
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