MIM, jestes cztonkiem samorzadu studenckiego.
Wystepujesz na uczelni w okreslonych rolach,

a kazda taka rola daje Ci konkretne uprawnienia. Jako
student mozesz zabiera¢ glos na forum dyskusyjnym

w USOSowni i wypozyczaé ksigzki w systemie
bibliotecznym, jako student MIM masz dostep do
portali z licencjonowanym oprogramowaniem, jako
czlonek samorzadu studenckiego mozesz wysylaé¢ maile
do studentow MIM. Wida¢, ze rola decyduje o Twoich
uprawnieniach. Jak powstaja role? Na szczedcie

w pelni automatycznie (to eliminuje ludzka pomytke) —
jesli tylko w USOS pojawia sie informacja, ze zostales
przyjety na studia, USOS buduje odpowiednia role

i wysyla ja do repozytorium, z ktérego korzysta CAS.
Rola to nic innego jak widok (ang. view) w bazie danych,
zbudowany automatycznie na podstawie danych przechowywanych

w jednej lub kilku tabelach.

CAS dowiaduje sig, ze zaczates wystepowadé w roli studenta.
Zadziata to takze catkowicie automatycznie w odwrotnym
przypadku — gdy skonczysz studia i przestaniesz by¢
studentem. Nagle — niestety — uniwersyteckie serwisy
przestana Ciebie rozpoznawad i serdecznie wita¢. Wtedy
jednak bedziesz juz absolwentem i inne problemy beda

zaprzataly Twoja glowe.

Jak widzisz, proces zarzadzania tozsamoscia decyduje

o Twoim istnieniu w wirtualnym $wiecie macierzystej
uczelni. I — potencjalnie — wielu innych. Duza grupa
uczelni europejskich, opierajac sie¢ na wzajemnym
zaufaniu, zbudowala federacje na bazie swoich lokalnych
systeméw uwierzytelniania. Takie federacyjne
zarzadzanie tozsamoScia (ang. federated identity
management) polega na tym, ze gdy logujesz sie

w systemie informatycznym innej uczelni, jeste$
przekierowywany do strony logowania CAS macierzystej
uczelni (znowu znajomy orzelek) i jesli Twdj

CAS Ciebie rozpozna, to logowanie sie¢ powiedzie.

Na podobnej zasadzie dziala eduroam (ang. education
roaming), czyli sie¢ umozliwiajaca bezpieczny roaming
uzytkownikéw jednostek naukowych oraz szkolnictwa
wyzszego. W praktyce oznacza to, ze jesli odpowiednio
skonfigurujesz dostep do eduroam z prywatnego
laptopa czy komoérki w swojej uczelni, to bez zadnych
dodatkowych zmian w ustawieniach logowania bedziesz
sie mégl podlaczyé do sieci w pozostalych uczelniach

z federacji. I surfowaé za darmo.

Dasz sie pozna¢ USOS-owi, a otworza, sie przed Toba drzwi
nie tylko wirtualnego $wiata T'wojej uczelni, ale takze
wiele innych. Oj, warto zy¢ z USOS-em w przyjazni.

W

e —
Aowoo 11-00 “AL00 1% 00 14200

Rozwigzanie zadania M 1399.
Niech P i @Q beda odpowiednio $rodkami

ramion AD i BC.

AN

Potaczmy je odcinkiem. Jest on
réwnolegly do podstawy AB

i zawiera punkt I. Dlatego

XBAI = XAIP = XPAI, wiec I lezy
na dwusiecznej kata EAB. Analogicznie
I lezy na dwusiecznej kata ABE, wiec
przechodzi przez niego takze trzecia
dwusieczna tréjkata ABE.

Informatyk gra na gieldzie
Tomasz IDZIASZEK

Nasz znajomy informatyk zdecydowal sie zainwestowaé czes¢ swoich oszczednosci
na gieldzie papieréw warto$ciowych. Jak na informatyka przystato, do grania

na gietdzie postanowit zaprzac komputer. W tym celu, korzystajac z najnowszych
trendow sztucznej inteligencji, napisal program, ktéry na podstawie przesztych
notowan gieldowych przewiduje, jak kurs akcji bedzie sie zmienial w przysztosci,
i podejmuje decyzje o kupnie badz sprzedazy. Nasz znajomy przetestowal program,
uruchamiajac go na duzym zbiorze archiwalnych notowan. Zastanawia si¢ teraz, jak
dobrze jego program sobie poradzit — stanat zatem przed problemem wyznaczenia
najlepszej mozliwej gry na gieldzie, jesli znamy wszystkie notowania.

Model gry na gieldzie bedzie nastepujacy. Mamy dana tablice A[0..n] z notowaniami
gieldowymi w kolejnych dniach: A[i] oznacza cene jednej akcji w i-tym dniu
(dla uproszczenia przyjmiemy, ze mamy tylko jeden rodzaj akcji). Na poczatku
dysponujemy kwota P i mozemy wykonac nie wiecej niz m operacji kupna-sprzedazy
akcji (zakladamy, ze mozemy kupowaé utamkowsa liczbe akcji). Zauwazmy, ze
nie potrzebujemy wykonywaé operacji réwnolegle (tzn. przed kazdym kupnem
oplaca si¢ nam najpierw sprzedaé¢ wszystkie posiadane akcje). Ponadto warto tez
kupowaé akcje za cala dostepnag kwote. Z tego wynika, ze jesli pierwsza operacje
kupna przeprowadzimy w dniu k1, a odpowiadajaca jej sprzedaz w dniu sq,
to po tej operacji bedziemy mieli kwote P - A[sq1]/A[k1]. Naszym celem jest
zmaksymalizowanie kwoty po wszystkich m operacjach, czyli iloczynu
H Alsi]

Alki]

1<i<m

Mozemy pozby¢ sie mnozen i dzielen, logarytmujac powyzszy wzér. Innymi
stowy, réwnowaznie mozemy zmaksymalizowa¢ sume
log P + Z (log Als;] — log Alk;]).
1<i<m

W konicu jesli wprowadzimy pomocnicza tablice a[0..n — 1], ktéra zawieraé
bedzie zmiany zlogarytmowanych notowan, tzn. afi] = log A[i + 1] — log A[i], to
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Rys. 1. Przyktadowa tablica a dla n = 9.
Optymalne rozwigzanie dla m = 2 to dwa
zaznaczone fragmenty o sumach 7 1 6.

Przedzial i fragment oznaczaja w tym
artykule to samo, uzywamy jednak dwéch
nazw, by latwo bylo wyrazi¢ operacje
znajdowania przedzialu o maksymalnej
sumie, ktory zawiera si¢ w pewnym
ustalonym przedziale. Méwimy wtedy,

ze szukamy ,maksymalnego fragmentu

w zadanym przedziale”.

Piszemy réwniez, ze znajdujemy
maksymalny fragment, cho¢ opisane
algorytmy wyznaczajg jedynie sumeg

liczb w tym fragmencie. Modyfikacje
algorytméw, by wyznaczaly réwniez konce
fragmentu, pozostawiamy jako ¢wiczenie
dla Czytelnikéw.

Rys. 2. Rozwiazania optymalne
zawierajace fragment F' oraz fragmenty
Fy i Fy (szare obszary), jak réwniez
nowe rozwigzanie optymalne dla dwéch
fragmentéw (przerywana linia).

nasze zadanie sprowadzi sie do wybrania co najwyzej m rozlacznych fragmentow
[k, 8;), ktére maksymalizuja sume liczb do nich nalezacych (rys. 1):

Z (alki] + alk; + 1] 4+ ... + a[s; — 1)).
1<i<m
Dla m =1 jest to klasyczne zadanie znajdowania fragmentu tablicy
o najwiekszej sumie, ktore moze by¢ znane Czytelnikom. Z kolei jego uogdlnienie
dla m > 2 bylo tredcia zadania pt. Tanie linie, ktére pojawilo sie podczas
weekendowej rundy Potyczek Algorytmicznych 2012. Oba problemy maja liczne
ciekawe rozwiazania. W dalszej czeéci artykulu przedstawimy, z pozytkiem dla
znajomego informatyka, az osiem z nich.
% %
Na poczatek przypomnijmy, jak rozwiaza¢ zadanie dla m = 1. Algorytm Al jest
bardzo prosty: w czasie O(n?) mozemy przebadaé¢ wszystkie mozliwe fragmenty,
ustalajac lewy koniec fragmentu i iterujac po kolejnych mozliwych prawych koncach.

Algorytm A2 wykona to samo w optymalnym czasie O(n). Przegladamy
elementy tablicy od lewej do prawej i trzymamy naj — maksymalny fragment
w przedziale [0,7) oraz najp — maksymalny fragment, ktéry dotyka prawego
konca tego przedziatu (tzn. koniczy sie elementem ai — 1]). Na poczatek

naj i najp inicjujemy zerami, a nastepnie wykonujemy petle:

for ::=1tondo
najp := max(0,najp) + ali — 1J;
naj := max(naj,najp);

Zadanie dla m > 2 mozna rozwigzaé, korzystajac z metody programowania
dynamicznego i uogélniajac algorytm A2. Przez naj[i, j] oznaczmy najwicksza
sume liczb z przedziatu [0, ) zawartych w co najwyzej j roztacznych fragmentach,
a przez najpli, j] to samo, ale z zastrzezeniem, ze ostatni fragment zawiera element
ali — 1]. Rekurencja (bez uwzgledniania warunkéw brzegowych) jest nastepujaca:

najpli,j] = max(najfi — 1,5 — 1], najpli — 1,j]) + ali — 1],

naj[%j] = Inax(naj[i - Lj]v najP[’Lv]])

Rozwiazaniem jest naj[n, m]; algorytm A3 dziala w czasie O(nm).

Poszukujac szybszego algorytmu dla m > 2, sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie:
Czy, majac optymalne rozwiagzanie dla m — 1 fragmentéw, da sie je tatwo
rozszerzy¢ do m fragmentow? Zatrzymajmy sie nad przypadkiem m = 2.
Powiedzmy, ze fragment F' ma najwieksza sume. Jak moze wyglada¢ optymalne
rozwiazanie dla dwéch fragmentéw Fy, Fo? Rozwazmy dwa przypadki (rys. 2).

(1) Jeden z fragmentéw (powiedzmy F) jest rozlaczny z F. Wtedy F U Fy jest
poprawnym rozwigzaniem, zatem z optymalnosci Fy U F5 dostajemy, ze
F < Fi. Ale z optymalnosci F' mamy F' > Fy, zatem fragmenty F' i ] maja
te samg sume. To pokazuje, ze F'U Fy jest réwniez optymalne.

(2) Oba fragmenty Fy = [k1,51), Fo = [ke, s2) przecinaja F = [k, s). Jesli
k1 < k, to fragment [kq, k) musi mieé¢ sume zero (inaczej mogliby$my
poprawi¢ F, dodajac do niego ten fragment, lub poprawié¢ F;, usuwajac
ten fragment). Zatem usuniecie tego fragmentu z Fy nie zmieni wyniku.
Analogicznie dla ky > k fragment [k, k1) musi mie¢ sume zero i mozna
go dodaé do Fy. Stosujac takie samo rozumowanie do prawego konca
fragmentu Fy, dostajemy, ze istnieje optymalne rozwiazanie Fy U Fb,
w ktéorym k = k1 i s = so.

Udowodniliémy zatem, ze mozemy znalezé optymalne rozwiazanie dla

m = 2, rozszerzajac fragment F' o najwiekszej sumie. W tym celu: albo

(1) dodajemy nowy fragment o najwigkszej sumie, ktéry jest rozlaczny z F,
albo (2) znajdujemy fragment o najmniejszej sumie zawarty catkowicie w F'

i usuwamy go, dzielac F' na dwa fragmenty. Wybieramy ten wariant, ktéry lepiej
poprawia wynik.

Zacheceni tym sukcesem mogliby$my wykonaé troche eksperymentow
praktycznych i przekonacé sie, ze pomyst ten dziala dla dowolnego m. Niech
F1,Fs, ..., F,_1 to zbiér fragmentéw o maksymalnej lacznej sumie,
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F1 F2

}
G1 Go G3

Rys. 3. Podzial tablicy po wykonaniu
dwéch faz algorytmu.

najlz] najlvp]

najplvr] najrvp]

Rys. 4. Mozliwe pozycje maksymalnego
fragmentu najv] w zalezno$ci od
fragmentéw w lewej i prawej polowie
przedziatu.

Rys. 5. Drzewo przedzialowe dla n = 8
ma 15 weztéw. Wezel 5 odpowiada
przedzialowi bazowemu (2, 4). Przedzial
[1,6) mozna podzieli¢ na przedzialy
bazowe, ktérym odpowiadajg wezty
9,516.

Na marginesie dodajmy, ze istnieje

tez inne rozwiazanie O(nm).

W algorytmie A7 wykonujemy

m faz. Kazda faza polega na

znalezieniu w tablicy jednego

fragmentu o najwigkszej sumie (jak

w algorytmie A2), dodaniu sumy

do wyniku oraz na zamianie znakoéw
wszystkich elementéw w tym fragmencie
na przeciwne. Kolejna faza odbywa si¢ na
uaktualnionej tablicy.

Czytelnicy zechca udowodnié¢ poprawnosé
tego rozwigzania.

Wskazéwka: po i fazach tablica jest
podzielona na 2¢ + 1 przedzialéow,

z ktérych co drugi ma zamienione

znaki. Wykazaé, ze istnieje maksymalny
fragment calkowicie zawarty w jednym

z tych przedziatéw.

a G1,Ga,...,G,, to pozostale czesei tablicy (rys. 3). Aby uzyskaé optymalne

m fragmentéw, albo dolaczamy maksymalny fragment, ktéry jest zawarty

w pewnym G;, albo usuwamy minimalny fragment z pewnego F;. Zachecamy

do préby dowodu poprawnoéci tego rozwiazania. To moze nie byé proste, ale dla
Czytelnikéw Wytrwalych na koncu artykulu podamy wskazdwke, jak mozna sie
do tego zabrad.

Pozostaje kwestia efektywnej implementacji tego pomystu. Jedna faze mozemy
wykona¢ w czasie O(n), uruchamiajac algorytm A2 na kazdym przedziale
osobno. Tak zapisany algorytm A4 bedzie dzialal w czasie O(nm), co nie daje
nam jeszcze zysku w poréwnaniu z algorytmem A3. Widaé, ze kluczowa operacja
jest odpowiadanie na pytania ,jaki jest maksymalny fragment w danym
przedziale?” dla réznych przedzialow. Pokazemy teraz, jak to robi¢ efektywnie.

W tym celu moze nam pomoc jeszcze jeden algorytm dla m = 1. Algorytm Ab
bedzie oparty o metode ,dziel i zwyciezaj”. Majac dany przedzial o dlugosci n,
mozemy go podzieli¢ na dwie czesci o dlugosci n/2. Maksymalny fragment

w tym przedziale moze znajdowaé sie w calosci w lewej czesci, w calosci

w prawej czesci lub moze skladaé sie z maksymalnego fragmentu, ktory dotyka
prawej krawedzi lewej czesci, oraz maksymalnego fragmentu, ktéry dotyka lewej
krawedzi prawej czesci (por. tez rys. 4).

Zatézmy, ze n = 2 i zbudujmy drzewo przedziatowe (rys. 5). Drzewo bedzie
mialo wezly o numerach od 1 do 2V+! — 1. W wezle v = 2! +4, dla 0 < i < 2!,
tego drzewa beda znajdowaé sie informacje o przedziale [i - 2V =!, (i 4 1) - 2V —1),
a konkretnie: sum[v] — suma liczb w przedziale, naj[v] — maksymalny fragment
w przedziale oraz najr[v] i najp[v] — maksymalne fragmenty dotykajace
odpowiednio lewego i prawego konca przedziatu. Wartosci w wezlach najnizszego
poziomu (tzn. dla v > 2V) inicjujemy, przyjmujac sum|v] = afv — 2] oraz
naj[v] = najp[v] = najpv] = max(0,afv — 2™V]). Wartosci w pozostatych
wezlach v wyznaczamy na podstawie warto$ci w weztach vy = 2v i vp = 2v + 1,
ktore odpowiadaja lewej i prawej potowie przedziatu:

sum|v] = sum[vg] + sum[vp],

naj[v] = max(najve],najlvpl, najplve] + najrlve]),

najr[v] = max(najp[vL], sumlvr] + najp[vp)),

najp[v] = max(najplvy] + sumlvp|, najplvpl).
Wyznaczenie wartosci we wszystkich wezlach zabiera czas O(n) i w takim czasie
dziala algorytm Ab5. Odpowiedzia jest, oczywiscie, warto$é naj[1].

Skonstruowane drzewo przedzialowe wyrdznia sie tym, ze umozliwia ono
znalezienie najwiekszego fragmentu dla dowolnego przedzialu tablicy w czasie
O(logn). W tym celu przypomnijmy, ze kazdy przedzial mozna podzieli¢ na
O(logn) przedzialéw bazowych, tzn. przedzialéw, ktére odpowiadaja weztom
drzewa przedzialowego (rys. 5). Niech vy, ve,...,vp beda kolejnymi wezlami
odpowiadajacymi takiemu podzialowi. Wtedy maksymalny fragment to bedzie
albo naj[v;] dla pewnego 4, albo

najplvi| + sumlvig1] + sumfvito] + ... + sum[vj_1] + najr[v;]
dla pewnych ¢ < j. Ponizsza petla wyznacza maksymalny fragment Naj
w czasie O(logn):

for i :=1 to B do
Naj := max(Naj, Najp + najr[v;], najlvi]);
Najp := max(Najp + sum[v;], najp(v;]);

Algorytm A6 jest nastepujacy: najpierw budujemy drzewo przedzialowe

(jak w algorytmie A5) oraz drugie drzewo przedzialowe, ktére bedzie liczylo
minimalne fragmenty. Oprécz wartosci najlv] bedziemy potrzebowaé réwniez
koncéw fragmentoéw — odpowiednie wzbogacenie drzewa przedzialowego
zostawiamy jako ¢wiczenie dla Czytelnikéw. Wszystkie przedzialy trzymamy
w kolejce priorytetowej: przedziaty Fi,..., F,,_1 z priorytetami réwnymi
minimalnym fragmentom w tych przedziatach, zas przedzialy G1,...,Gp,

z priorytetami réwnymi maksymalnym fragmentom.
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Rys. 6. Ciag po podziale na bloki,
powstaly z tablicy liczb z rysunku 1, oraz
ten sam ciagg po pierwszej fazie skracania.

al a2 a3 a4 a5 ag a7 ag a9

ap a2 a3 a4 a5 G ay ag ag

a1 a2 a3 a4 as ag ay as ag
-+ - + - + - + -

Rys. 7. Konstrukcja optymalnego
rozwigzania niezawierajgcego
wyréznionych trzech liczb (linia
przerywana) na podstawie
dowolnego rozwigzania optymalnego
niezawierajgcego ktoérejs z tych liczb
(szare obszary) dla przypadku
dodatniej srodkowej liczby.

= Kazdy krok algorytmu to wyciagniecie z kolejki przedziatu o priorytecie

o najwiekszej wartoéci bezwzglednej, uaktualnienie wyniku o wartosé
bezwzgledna tego priorytetu, a nastepnie dodanie trzech nowych przedzialéw
do kolejki. Caly algorytm dziala w czasie O(n + mlogn).

x % x
Algorytm A6 jest efektywny, ale dos¢ skomplikowany w implementacji.
Przedstawimy teraz prostszy (cho¢ nieco zaskakujacy) algorytm, na ktéry autor
artykulu wpadl, probujac udowodnié¢ poprawnos$é algorytméw A4 i A6. Algorytm
ten korzysta z metody ,sprobujmy to zrobi¢ od konca”.

Wypiszmy liczby z tablicy w ciagu i podzielmy go na maksymalne bloki liczb
0 tym samym znaku (na potrzeby definicji bloku traktujemy 0 jako liczbe
dodatnia). Zauwazmy, ze w optymalnym rozwiazaniu kazdy fragment musi
zaczynaé sie 1 koficzy¢ pelnym blokiem, ktéry zawiera liczby dodatnie (jesli
konczylby sie niepelnym blokiem dodatnim, to mogliby$my ten fragment
rozszerzy¢, uzyskujac nie gorsze rozwiazanie, a gdyby konczyl sie blokiem
ujemnym — mogliby$my go skrécié¢). Mozemy wiec zastapié¢ kazdy blok przez
jedna liczbe bedaca suma elementéw tego bloku. Dodatkowo dodajmy na obu
koncach ciagu liczbe-straznika —oo (rys. 6).

Jesli w nowym ciagu mamy co najwyzej m liczb dodatnich, to ich suma jest
rozwigzaniem zadania. W przeciwnym przypadku bedziemy iteracyjnie skracac
ciag, nie zmieniajac optymalnego rozwiazania.

Faza skracania jest nastepujaca: wybieramy liczbe w ciagu o najmniejszej
wartosci bezwzglednej, a;, a nastepnie zastepujemy ja i dwie liczby z nia
sasiadujace — ich suma. Zauwazmy, ze nowa liczba a;,_1 + a; + a;+1 bedzie
miala przeciwny znak do a;, wiec krotszy ciag nadal bedzie zawieral
naprzemiennie liczby dodatnie i ujemne. Faze skracania mozna wykonac

w czasie O(logn) — wystarczy trzymaé elementy ciagu na lidcie, a poza tym
mie¢ kolejke priorytetowa z liczbami uporzadkowanymi wzgledem ich wartosci
bezwzglednych. Zatem algorytm A8 bedzie dzialal w czasie O(nlogn).

Pozostaje udowodni¢ poprawnos¢ operacji skracania. Powiedzmy, ze ciag
sklada sie z 9 liczb oraz ze liczba o najmniejszej wartosci bezwzglednej jest

a4 (dodatnia), wiec chcemy skrécié ciag, zastepujac as, aq, as przez ich sume
(rys. 7). Chcemy wykazaé, ze istnieje optymalne rozwiazanie, w ktérym kazdy
fragment albo zawiera wszystkie liczby as, a4, as, albo nie zawiera zadnej z nich.
W tym celu pokazemy, jak z rozwiazania optymalnego niespelniajacego tego
warunku skonstruowaé¢ rozwigzanie optymalne, ktore go spelnia. Rozwazymy
dwa przypadki:

(1) Rozwiazanie zawiera fragment, do ktérego naleza dwie sposrdd liczb
as, aq, as. Wyrzucajac z tego fragmentu obie te liczby, dostaniemy nie gorsze
rozwiazanie (bo ay4 < —as, —as).

(2) Rozwiazanie zawiera jedna liczbe (czyli fragment a4). Fragmentéw jest mniej
niz liczb dodatnich. Jesli zatem jaka$ z liczb dodatnich (powiedzmy ag)
nie nalezy do zadnego fragmentu, to zamieniajac ja z a4, dostaniemy
nie gorsze rozwiazanie (bo a4 < ag). W przeciwnym przypadku co najmniej
jeden fragment zawiera wigcej niz jedna liczbe (powiedzmy ag, az, ag).
Mozemy zatem wyrzuci¢ z niego jedna liczbe ujemna (ar), rozbijajac go
na dwa fragmenty. Wyrzucajac rowniez fragment a4, znowu dostaniemy
nie gorsze rozwiazanie (bo a4 < —az).

Dowdd, gdy liczba o najmniejszej wartosci bezwzglednej jest ujemna, jest
symetryczny i zostawiamy go jako ¢wiczenie dla Czytelnikdw.

I'wreszcie nadszed! czas na obiecana wskazowke do dowodu poprawnosci algorytmow
A4 i A6. Wykonujmy kolejne fazy tych algorytmow, do momentu, az wszystkie
fragmenty beda zawieraé liczby o tych samych znakach. Nastepnie wykonajmy
na tak uzyskanym ciggu algorytm A8. Poréwnujac podzial tablicy po i-tej fazie
algorytmu A4 i przed i-ta od konca faza algorytmu A8, mozemy doj$¢ do wniosku,
ze w zasadzie te algorytmy dzialaja tak samo, tylko w odwrotnej kolejnosci. Szkoda,
ze na gieldzie nie mozna najpierw sprzedaé, a potem kupic. ..
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