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Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej

www.sem.edu.pl

W LXIV Olimpiadzie Matematycznej wzigto udzial 1464 uczniéw. Do zawodoéw drugiego
stopnia zakwalifikowano 572 osoby, a do finatu zorganizowanego przez I Liceum
Ogdlnoksztatcace im. Jézefa Bema w Ostrotece, obchodzace stulecie swego istnienia,
zaproszono 121 mtodych ludzi. Wszystkie zadania wraz z rozwiazaniami sa dostepne

na stronie internetowej Olimpiady: www.om.edu.pl. W pierwszym stopniu najtrudniejsze
byto zadanie 6sme, ale i tak rozwiazalo je poprawnie ponad 125 os6b. Nie byto wiec zadania
bardzo trudnego, bo takie sg rozwiazywane jedynie przez kilka oséb w kraju.

W zawodach okregowych najtrudniejsze byto zadanie szoste:

Rozstrzygnaé, czy istniejq takie czworosciany T,7T" o Scianach odpowiednio

S1, 82,53, S4 oraz Si,58%,5%,54, e dla i =1,2,3,4 tréjkqt S; jest podobny do

tréjkata Si, ale mimo to czworoician T nie jest podobny do czworoscianu T .
Rozwigzato je poprawnie czternastu zawodnikéw. Nie przytaczamy rozwigzania

tego zadania, bo jest mu poswiecony artykut Marcina Kuczmy na stronie 18. Warto
jednak nadmienié¢, ze wielu uczestnikéw opisywalo nieistniejace czworosciany, podajac
np. dtugosci ich krawedzi. Nie troszczyli si¢ o to, by suma katow ptlaskich przy jednym
wierzchotku byta mniejsza od 360° lub by suma dwoch katéw plaskich przy jednym
wierzchotku byta wieksza od trzeciego kata ptaskiego przy nim. Jest to zapewne
czesciowo zwiazane z praktyczng rezygnacja z nauczania stereometrii w szkotach.

Nieco tatwiejsze byto zadanie piate, rozwiazane przez dziewietnastu uczniow. Nalezalo
rozstrzygnaé, czy wielomian o wspélczynnikach catkowitych, ktory jest funkcjq
réznowartosciowq na zbiorze liczb wymiernych, musi tez przyjmowac rézine wartosci
dla rézZnych argumentow rzeczywistych.

Wspélna cechg obu tych zadan, decydujaca o ich trudnosci, byto to, ze najpierw
nalezato sformutowaé teze, a dopiero potem ja uzasadnié. Niestety, oba pojawily sie
w sobote (bytem za), czyniac drugi dzien zawodéw bardzo trudnym.

W finale pojawily si¢ dwa bardzo trudne zadania: trzecie (dwie széstki i 119 zer)
i szoste (dwie szostki, cztery piatki, dwie dwojki i 113 zer). Oba wymagaly wlasciwego
pomystu, a wiedzy tylko z gimnazjum!

Zadanie piate: Wykazaé, zZe (k — %) (m — %) (n — %) <kmn — (k+m+n) dla

dowolnych trzech réznych liczb calkounltych k: m,n > 0, sprawdzano najdluzej.
W niektérych pracach pojawity sie tak dlugie przeksztalcenia, ze sprawdzalismy
je za pomocg komputera. A po ,wyczyszczeniu” stracily na ,powadze”, co zaraz
pokazemy. Niech

m,n)szmn(kmn—(k+m+n)— (k—%)(m—i)(n—l>) =

m n
km mn nk k m n 1
‘2’"””(7+T+E"“‘m‘"‘%‘@‘% m)—

= 2k*m? + 2m?n? + 2n%k? — 2k*mn — 2km®n — 2kmn® — 2k — 2m? —2n® + 2 =
= (km — kn)® 4+ (mn — mk)*> + (nk — nm)* — 2k> —2m* —2n> 42 =
=k ((m—n)?=2)+m*((n—k)?> =2)+n((k—m)*> —2) +2.
Symetria pozwala zatozyé, ze k > m >n. Jeslik—m >2im—n > 2, to
flk,m,m) > k% (22 —=2) + m*(2° —=2) +n* (2> —=2) + 2 > 0,

wiec nieréwnosé zachodzi w tej sytuacji. Niech m = n + 1. Wtedy:

flkyn4+1,n) ==k +(n+1)*(k—n)>=2)+n’(k—n—-1°—-2)+2 =

=k (-14+n+1)>+n*) —2k(n(n+1)> +n*(n+ 1) +2n*(n+1)° —(n+1)> =n* +1) =
=2n(n+ 1Dk* —2n(n+1)2n+ Dk +2(n* —1)((n+1)> - 1) =
=2n(n+1)(> -~ 2n+ Dk + (n—1)(n+2)) =2n(n+1)(k —n+1)(k —n — 2).

Poniewaz k > m, wigc k > m+ 1 =n+ 2, zatem: 2n(n+ 1)(k—n+1)(k —n —2) > 0.
Analogicznie prawdziwy jest wzor:
fim+1,mn)=2m(m+1)(n—m+1)(n—m—2) =
=2m(m+1)(m —n—-1)(m+2—-n) > 0.
Nieréwno$é jest prawdziwa dla kazdej tréjki liczb catkowitych & > m > n. A dla
niecatkowitych liczb czasem nie jest, np. gdy k = 1,2, m = 1,1 i n = 1, to prawa strona

jest réwna 1,32 — 3,3 < 0, a lewa — 0.
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