Pomyst zadania: Jerzy Bednarczuk.
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Siatka czworoscianu Marcin KUCZMA®

Czworoscian to ostrostup. Wybieramy jedng Sciane — ,podstawe”; trzy $ciany ,boczne”
odchylamy na zewnatrz, jakby byly na zawiasach. Gdy sie ulozg w plaszczyznie
podstawy, uzyskamy uktad czterech trojkatéw — ptaska siatke czworoscianu; moze ona
utatwié (lub utrudnié) jego wizualizacje.

W zawodach okregowych LXIV Olimpiady Matematycznej pojawito sie zadanie:
Czy istnieje para czworoscianéw, ktérych $ciany mozna ponumerowaé odpowiednio
S, 82, 83,84 oraz S7,.55, 5%, S) tak, by dla i = 1,2, 3,4 éciana S; byta tréjkatem
podobnym do S}, a przy tym te czworo$ciany nie sg brytami podobnymi?

Nietrudno zgadnaé, ze takie pary istnieja. Uczestnicy zawodéw wskazywali rézne
przyktady. Najczesciej rysowali siatki czworoscianéw, podajac dtugosci krawedzi.
Rysunki — bez zachowania proporcji — nalezato traktowaé¢ wyltacznie jako schematy, jak
tu obok. Widzimy jedna pare siatek, I i II, oraz inng pare, III i IV. W obu tych parach
podobienstwa, S; ~ S} sa jasne; przy tym skala podobienistwa pewnych par tréjkatéw
jest rézna od skali innych par, dlatego siatki reprezentuja bryty niepodobne.

Ktéry przyktad lepszy? Istotnej réznicy niby nie widaé¢. Gdyby rysunki byty staranne,
moze dostrzegliby$my, ze réznica jest zasadnicza. Z trojkatéw w schematach I i I1

nie da sie w przestrzeni ztozy¢ czworoscianéw! Z siatek III i IV — da sig. Jak to
uzasadnic?

Sa rézne sposoby — na przyktad tak: wysokosci dwoch tréjkatow réwnoramiennych,
widocznych w siatce ITT, wynosza h1 = 12v/3 i hy = 24+/2; deltoid utworzony przez te
trojkaty zaczynamy zginaé wzdluz przekatnej i chcemy, by poruszajace si¢ wierzchotki
znalazty sie w odleglosci d = 54; do tego potrzeba i wystarcza, by byl spelniony
warunek |hi — ha| < d < hy + ha, co dla tych wartodci szczesliwie ma miejsce. Podobnie
w ukladzie IV — ale nie w ukltadach I i II; one nie sq¢ siatkami czworodcianéw.

Obejrzenie licznych przyktadéw — dobrych i ztych — w sposéb naturalny rodzi
pytanie: dany tréjkat o bokach a, b, ¢ oraz trzy odcinki o dltugosciach p, g, r; znalezé
warunek algebraiczny konieczy i dostateczny, by istnial czworoscian o podstawie
(a,b,c) i krawedziach p, g, r, odpowiednio przeciwlegtych do a, b, c. Ot6z da sie
(by¢ moze, nieoczekiwanie) uzyskaé¢ éw warunek, rachujac na liczbach zespolonych —
w plaszczyznie podstawy.

Nie tracimy ogolnoéci przyjmujac, ze wierzchotki podstawy sa reprezentowane przez

liczby zespolone o module |z| = |y| = |z| = 1 (zysk dobrze znany: T = 1/z). Woéwczas
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WprowadZzmy oznaczenie

(2) w=(z—y)(y—2)(z—=x); wtedy wW= fﬁ; |w| = abe.

Dalej przydadza si¢ jeszcze takie zaleznosci (oszczedzimy Czytelnikom szezegdtowych

rachunkéw, zachecajac do samodzielnego ich uzupelnienia):

3 Pirdoar=T0@WUTD  age 2 2
xYz (zyz)?

Teraz troche¢ geometrii. Okregi 0., oy, 0. o $rodkach z, y, z 1 promieniach p, ¢, r

sa okregami wielkimi trzech sfer w przestrzeni. Nasze pytanie brzmi: czy te sfery

majg punkt wspélny? Punkt éw bylby wierzchotkiem szukanego ostrostupa. Spodek

opuszczonej z niego wysokosci musi leze¢ na prostej przechodzacej przez punkty

przeciecia okregéw o, 0,; rOwniez na analogicznej prostej dla okregdéw o, 0. i dla oy, 0.

(jezeli ktéres dwa okregi sie nie przecinaja, to sfery na pewno si¢ nie spotkaja).

we(z? — y?)

Problem sprowadza si¢ do pytania ptaskiego: czy trzy osie potegowe, utworzone dla
trzech par z tej tréjki okregéw, przecinaja sie w punkcie, lezacym wewngtrz nich?

Punkt éw jest reprezentowany przez liczbe zespolona f, scharakteryzowana
rowno$ciami

(4) If —af =p* = [f =y = =|f -2 ="

Oznaczmy te wspolna wartosé przez e; to potega punktu f wzgledem kazdego z trzech
okregéw. Czworoscian, o ktory chodzi, istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy e < 0.

Gdy zapiszemy |f — z|* jako (f — 2)(f — 1/z) (podobnie |f —y*, |f — 2|*)

i wymnozymy nawiasy, sktadnik f-f w réwnaniach (4) ulegnie redukcji, pozostawiajac

uktad dwéch réwnan liniowych z niewiadomymi f, f.
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To sg sumy cykliczne (w tréjkach

(z,9,2), (p,q;7), (a,b,¢)). Na przyklad
napis

fozy

3wb

nalezaloby odczytaé jako
frzy | fayz | frzm
3wb 3we 3wa

Zamiast prowadzi¢ wymy$lne
przeksztalcenia wedlug podanych
wskazowek, wystarczy po prostu
sprawdzié (recznie lub komputerowo), ze
réznica prawych stron wzoréw (6) i (7),
po podstawieniu wyrazen (1), (2), (5),
jest réwna 0.

Catle rozumowanie mozna tez prowadzi¢ inng metoda.
Wymaga ona jednak wstepnego zalozenia, ze istnieja trzy
z czterech wymienionych tréjkatéw — na przyktad tréjkaty
(a,q,7), (b,7,p), (¢c,p,q). Gdy miary ich katéw miedzy

Jego rozwiazanie jest natychmiastowe i daje wynik

(5) F=TEN Ry F=o > Py o).

Liczba e, réwna kazdemu z trzech wyrazen, wystepujacych w (4), jest oczywiscie takze

ich $rednia arytmetyczna:
— 1 2
(6) e=35> (If —a =) f——ZwJ“r +1——Z

Po wprowadzeniu wzoréw (5) i uporzadkowaniu wszystkiego wedlug poteg p, q, v
dostaniemy wielomian wzgledem p?, ¢2, r2, w ktérym jako wspélezynniki pojawig sie —
po krétkich przeksztalceniach — wyrazenia, napisane po prawych stronach réwnosci (3),
mnozone lub dzielone przez pewne potegi liczby w oraz iloczynu zyz. Uwzgledniajac
jeszcze zwiazki (2), pozbywamy sie w ogéle liter x, y, z, w i doprowadzamy do wyniku
(7) @ L=—(ab)’ + 3 (0 + & —a?

Licznik L mozna zapisa¢ w réwnowaznych postaciach (Czytelniku sprawdi!):

e=— )(a*p® + ¢*r*) — a’p").

(8) L:Zanz(b2+c2—a2+q2+'r2— 2H (p* +d) =
0 P £ 21
1 p> 0 & v 1
=_det |¢* ¢ 0 a 1];
2 r2 v a2 0 1

1 1 1 1 0

za$ warunek istnienia czworoscianu brzmi: L > 0.

Jego $ciany to tréjkaty o bokach (a,b,c), (a,q,7), (b,7,p), (¢,p,q). Z postaci
wyznacznikowej wzoru (8) widaé, ze nic si¢ nie zmieni, gdy inna z tych tréjek —
np. (b,r,p) — przyjmiemy za $ciane podstawy. Dokladniej: po zastapieniu szostki
uporzadkowanej (a, b, ¢, p, q,7) przez (b,r,p, q, c,a) warto$é L bedzie taka sama;
w wyznaczniku nastapi jednoczesna permutacja wierszy i kolumn.

Zaczelismy od trdjkgta o bokach a, b, ¢ oraz tréjki liczb p, q, r. Gdyby méwié, bardziej
abstrakcyjnie, o szdstce liczb dodatnich (a, b, ¢, p, g, ), nalezaloby jeszcze dotaczyé
warunek tréjkata dla tréjki (a, b, c): wéwcezas jesli L > 0, to czworodcian istnieje,

wiec automatycznie w kazdej z tréjek (a,q,r), (b,7,p), (¢, p,q) warunek tréjkata jest
spelniony. Podsumowujac:

Dla liczb a,b,c,p,q,r > 0, czworo$cian o $cianach (a,b,c), (a,q,r), (b,7,p), (¢,p,q)
istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy L > 0 oraz w co najmniej jednej z tych tréjek
(réwnowaznie: we wszystkich) spelniony jest warunek tréjkata.

Zwazywszy, ze pole S tréjkata (a, b, c) jest dane wzorem

S = abc/4R, za$ objetosé ostrostupa wzorem V = Sh/3,
dochodzimy do konkluzji, ze wielko$¢ L we wzorach (7), (8)
wyraza, z doktadnoscia do czynnika, kwadrat objetosci
rozwazanego czworo$cianu: L = 144 V2. To analogon wzoru

bokami (gq,r), (r,p), (p,q) maja sume mniejsza od 360° oraz
spelniaja warunek tréjkata (a to mozna kontrolowaé wzorem
kosinuséw), wowczas da sie zaczepié¢ odcinki p, ¢, r w jednym
punkcie przestrzeni i zbudowaé zadany czworoscian. Rzecz
jasna, wychodzi znéw warunek L > 0.

Trygonometryczne wyprowadzenie warunku L > 0 znajduje sig

w pracy:

K. Wirth, A. S. Dreidling, Edge lengths determining tetrahedrons,
Elemente d. Math. 64 (2009) 160-170.

Wréémy jeszeze do wzoru (4): e = |f — z|* — p?. Gdy
czworoscian istnieje, twierdzenie Pitagorasa pokazuje, ze
liczba —e jest kwadratem wysokosci h, opuszczonej na
plaszczyzne $ciany (a,b, ¢). Ale iloraz we wzorze (7) ma
w liczniku i w mianowniku wyrazenia jednakowego stopnia
— co$ sie nie zgadza? To proste — jednorodnosé zostala
utracona, gdy przyjeliSmy, ze tréjkat (a, b, c) jest wpisany
w okrag o promieniu 1. Przyjmujac, ze ten okrag ma
promien R i prowadzac analogiczne rachunki, doszliby$my
do réwnosci
R? 5
= b L (=h%);

wymiar juz jest, jak trzeba.
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Herona dla pola trojkata.

Na zakonczenie stéw pare o ocenianiu prac uczestnikdéw
olimpiady. Przyktad ,siatki”, ktora nie jest siatka (nie skleja
si¢ w przestrzeni, jak I lub II), byl oceniany na zero — trudno
inaczej. Przyktady dobrych siatek (jak II1 1 IV, jedynie

bez uzasadnienia, ze si¢ dadza sklei¢) otrzymywaly ocene
niezerowg — znéw: trudno inaczej. Ta niezerowa ocena byta
jednak daleka od maksymalnej, co wywotato pretensje wielu
zawodnikow: przeciez cze$¢ koncepcyjna zostata wykonana,
zabrakto prostego sprawdzenia. No tak; ale zawodnicy, ktorzy
dali przyktady nieistniejacych bryl, takze wykonali owa prace
koncepcyjna, im tez zabraklo jedynie prostego sprawdzenia

— tyle, ze niewykonalnego. Wszelako autorzy i tych, i tych
prac, byli w wigkszosci zupelnie nieSwiadomi problemu
realizacji przestrzennej, i jedynie kwestig szczecia/pecha
bylo znalezienie siatek jak (III,IV)/(LII). Te prace nalezalto
w zasadzie oceni¢ jednakowo. Na zero? nonsens; na oceng
dodatnia? nonsens. Dedykujemy te opowiastke glosicielom
opinii, ze system punktowy jest Swietnym narzedziem,
pozwalajacym ustala¢ wyniki konkurséw i egzaminéw
rzetelnie, sprawiedliwie i obiektywnie.



