O polowaniu na pchte i czekaniu na dwa orty,
czyli troche o tancuchach Markowa

Katarzyna PIETRUSKA-PALUBA®

Zacznijmy od prostego przyktadu. Pchla skacze miedzy
ziemia, kotem i cztowiekiem. Za kazdym razem wybiera
miejsce docelowe z takim samym prawdopodobienstwem
(réwnym 1 ). Moglaby tak skaka¢ w nieskoficzono$é, gdyby
nie to, ze po wskoczeniu na cztowieka ginie. Ile $rednio
skokéw pchia wykona przed $miercia, jezeli zaczyna

na ziemi?

Zadanie rozwiazemy bez trudu, pamietajac, ze srednia
warto$¢ zmiennej losowej to suma wszystkich iloczynow
postaci

(liczba skokéw) - (prawdopodobienstwo tej liczby).

Po prostu wypiszemy wszystkie mozliwe drogi pchty:
zginie ona po 1 skoku, jezeli od razu skoczy na czlowieka,
co zapisujemy C; po 2 skokach — K'C (najpierw na kota,
potem na czlowieka), po 3 skokach — K ZC', po 4 skokach —
KZKC, i tak dalej. Kazdy taki ciag dlugosci r
ma prawdopodobiefistwo 5=, 7 =1,2,..., a zatem
srednio pchla wykona Z:il 57 skokow. Oznaczajac
s = Z:io 2% = 2, $rednig ilos¢ skokéw pchlty mozemy
wyznaczy¢, sumujac ponizsze wyrazenie kolumnami:

o0

1

| =

T

[\)
[\)

r=1

S+$+8+ -
2 4 8 T

S I
=S (145+7+) =2

A zatem pchla wykona $rednio 2 skoki.

Rozbudujmy ten przyktad i wpusémy do pokoju psa.
Zasady skokéw pchty pozostaja takie same, ale teraz
prawdopodobienstwo wyboru kazdego docelowego miejsca
skoku to % Mozemy rozwiazywaé zadanie tak samo jak
przedtem — bedzie to nieco dluzsze, ale nadal wykonalne.

Mozna tez nieco inaczej. W obu powyzszych
zagadnieniach miejsce kolejnego przeskoku zalezy tylko
od tego, gdzie pchla znajduje sie w danej chwili, a nie
od jej przeszlej podrozy. Ponadto z géry wiadomo,
jakie sa mozliwe potozenia pchtly, tak zwane stany —
{Z,K,C} lub {Z, K, P,C}, oraz jakie sa reguly
poruszania sie miedzy stanami. Oznacza to, ze w obu
przypadkach mamy do czynienia z fancuchem Markowa.
Reguly przeskoku to prawdopodobienstwa przejscia
miedzy stanami. Prawdopodobienstwo przejscia

ze stanu ¢ do stanu j oznaczamy przez p;;.
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W zagadnieniu I mamy:
Pzc =PZK = PKZ = PKC = %7
dla kompletnoéci przyjmiemy jeszcze poc = 1.
W zagadnieniu II jest podobnie:
Pzc =DPzK =DPzp = DPKZ = PKP = DKC =
=Ppz = PPK =DPPC = 3
oraz pcc = 1. Wygodnie jest zapisacé takie
prawdopodobienstwa w macierzy albo wyrysowac je
jako graf. Na przyktad dla wlasciciela dwoch zwierzat
macierz oraz graf beda wyglada¢ nastepujaco:
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W ogélnej sytuacji powiemy, ze ciagg zmiennych
losowych Xg, X1, X5, ... tworzy jednorodny tancuch
Markowa o przestrzeni stanéw S = {E, ..., En}, jezeli
dla dowolnego n =0, 1,2, ... i dowolnego ciagu stanéow
Eim ey El Ein+1 many

P(Xn-i-l = Ein+1 |X7l = in,) =

=P(Xp41 =Ei, | Xn=E;,,..., X0 = Ej).

Oznacza to, ze dochodzac do kazdego stanu, tancuch
,zapomina”, skad przyszedl, a prawdopodobienstwa
przejécia w nastepnym ruchu zaleza tylko od polozenia
biezacego. Wlasnosé te nazywamy wilasnoscig Markowa
i tak wtasnie jest w powyzszych przykladach.
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Teraz rozwiazemy zadanie o §rednim czasie zycia
pchly dla tancucha Markowa o grafie jak wyzej. Niech
tz,ti,tp,tc oznaczaja Srednie czasy zycia pchly
startujacej odpowiednio z ziemi, kota, psa, czlowieka.
Oczywiscie, mamy tc = 0, a pozostale czasy zycia
mozemy zwiaza¢ ukladem réwnan, wykorzystujac wzoér
na prawdopodobienstwo calkowite i wlasno$é Markowa.
Na przyktad, jezeli startujemy z ziemi, to po wykonaniu
jednego skoku przechodzimy do jednego ze stanow
K, P,C z prawdopodobienstwem % i kontynuujemy skoki
z tych nowych stanéw, zapominajac o przesztosci, ale
za to zwickszajac ,,odczyt licznika” o 1, bo jeden skok
juz wykonaliSmy. Otrzymujemy uklad réwnan:

tz =1+ 3tk + 3tp + to,

tx =1+ 3tz + 5tp + gtc,

tp =1+ gtz + 5tk + ztc



Rozwiazujac go, natychmiast dostaniemy, ze
tz =t =tp = 3.

A jedli czlowiek ma gorszy refleks i szansa na to, ze zabije
pchle, ktéra na niego wskoczyla, wynosi %? Jezeli pchia
przezyje kontakt z czlowiekiem, to przerazona (czy pchla
sie boi?) nie zastanawia si¢ juz, co ma zrobié¢ (czy pchla
sie zastanawia?) i zeskakuje na ziemie. Dla opisania ruchu
pchly dodamy osobny stan * (po angielsku nazywany
cemetery state), do ktérego mozna dojsé¢ tylko z C

i z ktérego nie mozna juz wyjs¢. Graf bedzie teraz taki.

Uwazny Czytelnik zauwazy, ze powyzszy graf nie do konca
odpowiada omawianej sytuacji. Graf ten uwzglednia
dodatkowy krok miedzy wskoczeniem na czlowieka

a Smiercig pchly, ktérego w rzeczywistosci nie dodaje

sie do czasu jej zycia.

Postepujac jak wczesniej, wypiszemy uklad réwnan
na czasy dojscia do *, odpowiadajacy grafowi 2:

tz =1+ 3tg + 3tp + 3tc,

tk =1+ 3tz + 5tp + 3tc,

tp =1+ 3tz + 3tk + 3tc,

te =1+ 2t. + 3tz.
Zwr6oémy uwage, ze teraz zamiast tc = 0 bedziemy
mieli ¢, = 0. Rozwiazujac ten uklad, dostaniemy
ty =tg =tp = 6; tc = 3. Liczba tz nie jest jednak
$rednim czasem zycia pchly —czas zycia bedzie o 1 mniejszy,
bo przeciez dodaliémy jeden krok na przejécie C — .
Zatem pchta srednio wykona 5 skokéw, zanim zginie.

Rozwazymy teraz pozornie zupelnie inne zagadnienie.
Adas i Bolek obserwuja wyniki kolejnych rzutéw
niesymetryczna moneta, dla ktoérej prawdopodobienstwo
wyrzucenia orla to % Zalozyli sie o czekolade: Adas
wygra, jezeli dwa orly pod rzad wypadna, zanim

Bolek doczeka sie serii trzech reszek, a Bolek —

jesli to trzy reszki pojawia sie wczesniej. Jakie jest
prawdopodobienstwo tego, ze wygra Adas?

Czy wiesz, Czytelniku, czemu ta gra z prawdopodobienstwem 1
zakonczy sie po skonczonej liczbie rzutéw?

Zastanéwmy sie, gdzie mozna w tym zagadnieniu
dopatrzeé si¢ tancucha Markowa. Ot6z bedziemy
rozwazali tylko takie koncéwki ciagdéw, ktére moga byé
kontynuowane jako rozstrzygajace gre OO albo RRR.

Na przyktad, jezeli wykonano 5 rzutéow, w ktorych

po kolei wypadto RRORO, to uklad bedzie w stanie O,
bo O jest poczatkiem pozadanego ciagu OO. Gdyby
natomiast wynikiem bylo RORRR, to uklad bylby

w stanie RRR — bylaby to wygrana Bolka i koniec
zabawy. Mozliwe stany ukladu sa wiec nastepujace:
O,R,RR,00, RRR, a prawdopodobienistwa przejscia
to po,oo = %, Do,R = §, PRrRO = %7 PR,RR = §,

PRR,O = %, PRR,RRR = 5, P00,00 = 1, PRRR,RRR = 1.
Musimy jeszcze dopowiedzieé, ze po pierwszym rzucie
z prawdopodobienstwem % wchodzimy w stan O,

a z prawdopodobienstwem % — w stan R, i to okresla
pierwszy krok. Adas wygra, jezeli uda si¢ dojsé do

stanu OO. Graf ukladu wyglada nastepujaco.
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Analogicznie jak w zadaniu o $rednim czasie Zycia pchly,
mozemy ulozy¢ uklad réwnan, w ktérym powiazemy
prawdopodobienstwa wygranej Adasia przy starcie ze
stanéw O, R, RR, OO, RRR, oznaczone odpowiednio
przez xo, R, TRR, OO, LRRR- Wykonujemy krok
w przdd, patrzymy, gdzie dotarlidémy, korzystamy ze
wzoru na prawdopodobienistwo catkowite, a nastepnie
z wlasnosci Markowa (tj. zapominamy, skad przyszlisémy),
i rozwazamy prawdopodobienstwa wygranej Adasia
przy starcie z nowych potozen. Na przyklad, ze stanu O
przechodzimy z prawdopodobienstwem % do stanu OO
i z prawdopodobienstwem % do stanu R. Otrzymujemy
uktad réwnan:

To = %xoo + %’ER,

TR = %ﬂ?o + %JCRR,

TRR = %aﬁo + %xRRRa
przy czym mamy xoo = 1 i rrr = 0. Rozwigzaniem
uktadu sa liczby:
5 3
17’ 7 TRRT T
Poniewaz po pierwszym kroku znajdziemy sie w stanie
O lub R (z prawdopodobienstwem odpowiednio % i %),
to prawdopodobienstwo wygranej Adasia wynosi
1 2 19

p=§xo—|—§xR:5—1.

Moze Ada$ nie lubi czekolady?

ro = TR =

Pozostawiamy Czytelnikowi do samodzielnego rozwiazania
zadanie: jezeli moneta jest symetryczna, to jaki bedzie
$redni czas trwania gry? OdpowiedZ w numerze.
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Rozwigzanie zadania F 840.

Sfera pochlania wszystkie emitowane przez lampe fotony. Tempo emisji fotonéw jest rowne
stosunkowi mocy lampy Pg do energii E emitowanego fotonu. Poniewaz E = hv, wiec

n =ne = Pg/hv, gdzie h jest stala Plancka, a v czgstodcia emitowanego $wiatla. Podstawiajac
v = ¢/, gdzie ¢ jest predkoscig $wiatla, a A dlugoscia jego fali, otrzymujemy ostatecznie

n = Pg - M\/hc, co dla wielkosci danych w zadaniu daje 2,97 - 102° fotonéw na sekunde.



