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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwigzania tego zadania, a N — liczbe 0s6b, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 562, 563
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

562. Szedcian o masie m stoi na powierzchni poziomej. Z jaka minimalna sita F
i pod jakim katem « do poziomu (rys. 1) nalezy ciagnaé szedcian za srodek
gérnej krawedzi, zeby przewrdcil sie bez poslizgu, jezeli wspolezynnik tarcia
wynosi p? Sita F' jest prostopadla do goérnej krawedzi szescianu.

563. W érodku nieruchomej, wydrazonej, przewodzacej kuli o promieniach
wewnetrznym a i zewnetrznym b umieszczono czastke o masie m natadowana
tadunkiem g > 0 (rys. 2). Jaka predkosé¢ nalezy nadaé czastce, aby przez waska
szczeling oddalita si¢ do nieskonczono$ci? Przenikalnosé elektryczna prézni eg
jest dana.

Rozwigzania zadan z numeru 5/2013

Przypominamy tresé¢ zadan:

558. Jednoatomowy gaz doskonaly poddano przemianie przedstawionej na wykresie pV (rys. 3).
Korice odcinka AB leza na tej samej izotermie, a odpowiadajace im objeto$ci wynoszag Vi i Va. Jaka
jest czes¢ odcinka AB, dla ktérej gaz pobiera cieplo w tej przemianie?

559. Cienkie szklane naczynie ma w przekroju ksztalt trapezu, a jego dno ma ksztalt prostokata
(rys. 4). Do naczynia nalano wody o wspélczynniku zatamania n = 1,33. Jaka warto$¢ musi mieé
kat o miedzy podstawa a $ciankg naczynia, aby przez boczng Scianke nie bylo wida¢ monety
umieszczonej pod dnem naczynia?

558. Cisnienie w przemianie AB zmienia si¢ liniowo zgodnie ze wzorem

p = po — V. Oznaczajac przez T temperature w punktach A i B,
otrzymujemy, korzystajac z réwnania Clapeyrona pg = nRT (Vi + Va)/(V1V2),
a =nRT/(V1V3), gdzie n oznacza liczbe moli gazu, a R jest stala

gazowa. Rozwazmy badang przemiane w malym przedziale objetosci AV.
Zgodnie z pierwsza zasada termodynamiki ciepto tam przekazane wynosi

AQ = AU + pAV. Zmiana energii wewnetrznej dana jest wzorem

AU = ney AT, gdzie molowe cieplo wladciwe ¢y przy stalej objetosci dla gazu
jednoatomowego wynosi 3R/2. Zmiana temperatury w badanym przedziale
wynosi AT = (pg — 2aV)AV/(nR), gdzie pomineliSmy wyraz proporcjonalny
do (AV)2. Gaz pobiera cieplo, gdy AQ = (%po - 4@V)AV > 0, czyli gdy

V < 5po/(8cr). Zatem cieplo w przemianie AB pobierane jest na odcinku AD,
gdzie objetosé, odpowiadajaca punktowi D, wynosi Vp = 5(V; + V4)/8.

559. Niech § bedzie katem zalamania promienia przechodzacego z warstwy
powietrza miedzy moneta a dnem naczynia do wody (rys. 5). Dno

naczynia powoduje tylko niewielkie, réwnolegle przesuniecie promienia
padajacego, co nie wpltywa na wynik obserwacji. Poniewaz promien przeszedt

z powietrza do wody, warto$¢ [ nie przekracza wartosci kata granicznego :
sin 8 < sinp = 1/n. Promien padajacy na boczna $cianke naczynia pod katem ~
nie wyjdzie na zewnatrz, gdy v > . Zmniejszenie kata [ powoduje zwiekszenie
kata ~y, wystarczy wiec rozwazy¢ przypadek graniczny, gdy 0 = . Rozwazmy
sytuacje, gdy oba katy 0 i v maja wartos¢ graniczng. W tréjkacie ABC

na rysunku 6 mamy wtedy ¢ = «/2. Zatem nie zobaczymy monety przez boczna
$cianke, gdy sin(a/2) > 1/n = 0,752, czyli o > 97°30'.
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Klub 44

Termin nadsylania

1-44

rozwigzan: 30 XI 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M

po uwzglednieniu

ocen rozwiazan zadan

655 (WT = 2,33) i 656 (WT = 1,39)
z numeru 2/2013

Zbigniew Skalik
Witold Bednarek
Pawel Labedzki

Krzysztof Kaminski
Rami Marcin Ayoush

Jerzy Cisto
‘Wojciech Maciak
Marek Spychata
Pawel Najman

Wroctaw 47,37
L6dz 44,73
Kielce 42,05
Pabianice 41,63
Szelkéw 41,55
Wroctaw 41,06
Warszawa 36,72
Warszawa 36,50
Krakéw 36,37

Pan Zbigniew Skalik zalicza juz druga
runde. Zas najwytrwalszy uczestnik Ligi
— Witold Bednarek — takze druga, ale
weteranska; to znaczy, ,44” po raz szosty!

Rozwigzanie zadania M 1396.

Zalézmy najpierw,
prostej AC.

S

ze S lezy na

Jak wiadomo, kat migdzy styczng

a cigciwa jest rowny katowi wpisanemu
opartemu na tej cigciwie, wigc

XSBA = XBCA. Zatem tréjkaty

BSA i CSB sa podobne, wiec

AB/BC = AS/BS. Podobnie
stwierdzimy, ze AD/CD = AS/DS, ale
BS = DS, wigc AB/BC = AD/CD.

Zalézmy teraz, ze zachodzi

AB/BC = AD/CD, ale S nie lezy na AC

(powiedzmy, ze punkt A lezy blizej
punktu S niz punkt C).

Niech SA przecina

!

okrag w punkcie C”.

Z poprzedniej czesci zadania wiadomo,

2e AB/BC' = AD

/C' D, wigc

BC/CD = BC'/C’'D, co wraz

z réwnoscig katéw

BCD i BC'D

implikuje, ze tréjkaty BCD i BC'D sa
podobne, a ze maja wspélny bok, to sa
przystajace. Zatem C = C"’.

Zadania z matematyki nr 665, 666
Redaguje Marcin E. KUCZMA

665. Dany jest rownolegtobok ABCD. Punkty P i @ leza odpowiednio na
bokach BC'i DC', odcinki BP i D@ maja jednakowa dlugos¢. Dowiesé, ze
odcinki BQ i DP przecinaja si¢ w punkcie, lezacym na dwusiecznej kata BAD.

666. Niech W bedzie wielomianem stopnia k > 2, o wspolczynnikach
catkowitych nieujemnych. Zaktadamy, ze dla kazdej liczby naturalnej n > 1
warto$¢ W(n) jest k-ta potega liczby calkowitej nieujemnej. Udowodnié,

ze W ma posta¢ W(z) = (ax + b)*, gdzie a > 1, b > 0 sa liczbami catkowitymi.

Zadanie 666 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwiazania zadan z numeru 5/2013

Przypominamy tres¢ zadan:

661. Dany jest tréjkat réwnoboczny ABC oraz punkt D na boku BC. Punkty E, F, G, lezace
odpowiednio na bokach AB, CA, BC, sa wyznaczone przez warunki DE 1 AB, EF 1L CA, FG L BC.
Proste DE i F'G przecinajg si¢ w punkcie P. W jakim stosunku prosta AP dzieli odcinek BC'?

662. Ciag (xz,,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym
2
I’I? . .
dlan=0,1,2,...;

Tn4+1 = — ’
n+ etn — 1

n(2 —

Inn

wyraz poczatkowy g jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczy¢ granice lim non)
661. Zbudujmy prostokat ABK L tak, by punkt C' I3

byt érodkiem odcinka K L. Niech M bedzie srodkiem 2
boku C'A. Kazdy z tréjkatéw EPF, BKM ma boki e
prostopadle do odpowiednich bokéw tréjkata ABC e
(rysunek); sa to wiec tréjkaty o bokach odpowiednio
réwnolegtych — zatem jednokladne. Srodkiem e
jednoktadnosci jest punkt A (wspéliniowy z B, E oraz
z M, F). Punktowi P odpowiada w tej jednokladnosci
punkt K. To znaczy, ze prosta AP przechodzi przez K ~
(niezaleznie od wyboru poczatkowego punktu D) So
i przecina odcinek BC' w takim punkcie Q, ze tréjkaty .
QAB i QKC sa podobne. Stad wynik: ~
|BQ|: |CQ|=|AB|: |CK|=2. A

662. Jak w rozwigzaniu zadania 654, tak i teraz uzyjemy wzoru Stolza:

n . An4+1 — Qn
— = lim ———
n—oo bn+1 — by,

lim

n—oo bn

dla kazdego ciggu (bn), rosnacego do nieskoniczonosci, i dla kazdego ciagu (ar), dla ktérego
granica po prawej stronie istnieje.

Dany w zadaniu iloraz piszemy w postaci
1
) Inn Inn

Zgodnie z wynikiem zadania 654, nz, — 2; pozostaje zajac si¢ drugim czynnikiem. We wzorze
Stolza przyjmijmy a, = 21:;1 —n, by, =Inn:

2)

jesli tylko ta ostatnia granica istnieje.

n(2 —nxn) 2z, —n

n n

2zt —n ') =1

2:1:;1 —n
In(n+1)—Inn ’

lim =

n— oo Inn n—oo

W rozwigzaniu zadania 654 zostalo uzyte przeksztalcenie

Tty — ot = (e — 1 - wn)
oraz fragment rozwiniecia potegowego
1
e =14+z+ 5x2+o(az2) (przy = — 0).
Zatem

—1
2(a:n+1

In(n+1) —Inn

-zt -1

20,2 (e —1—ap) —1
In(1+ 1)

efn —1 —xp —

1
51‘

% 2Nx,
. —.
nin(l+ 7)
W tym ostatnim iloczynie pierwszy czynnik dazy do 1/6 (nieco dluzszy fragment rozwiniecia
e =1+x+ %302 + %xg + o(z?)). Drugi czynnik: licznik dazy do 4, mianownik do 1. Caly
iloczyn dazy do 2/3. Tyle wiec wynosi granica napisana po lewej stronie réwnosci (2).

zj,

Wracamy do réwnosci (1), pamietajac, ze nxy, — 2, i otrzymujemy ostatecznie lim g, = 4/3.

23



