Sortowanie biegunowe a dualizacja Grzegorz JAKACKI”

Artykul powstal na podstawie tekstu Jedna z najczesciej wykonywanych operacji w geometrii obliczeniowej jest
autora w ksigice W poszukiwaniu sortowanie biegunowe (zwane tez katowym) zbioru n punktéw na plaszczyznie
wyzwan. Wybér zadan z konkurséw led b k I i st h dk . Kk
programistycznych Uniwersytetu wzgledem wybranego punktu. Innymi stowy, chcemy uporzadkowaé punkty
Warszawskiego. D1, - -, Pn wedlug wspolrzednej katowej w uktadzie biegunowym zaczepionym
w wybranym punkcie p. Stosujac jeden z efektywnych algorytméw sortowania,
operacje te mozna zrealizowaé¢ w czasie O(nlogn). W wielu zastosowaniach

musimy jednak p6jsé o krok dalej i wyznaczy¢ uporzadkowanie biegunowe

punktéw p1, ..., p, najpierw w ukltadzie biegunowym zaczepionym w pq,
Przyktady probleméw, w ktérych nalezy t . itd. M t d k . " ,
wykonaé sortowanie wzgledem kazdego ~ POUEM zaczepionym w po itd. Mamy za eIQn o wykonania n sortowan, co
punktu, mozna znalezé np. w Delcie tacznie mozemy zrealizowa¢ w czasie O(n®logn). Okazuje sie jednak, ze istnieje

4/2013 (zliczanie caworokatéw wypuklych  aleorytm pozwalajacy wyznaczyé wszystkie potrzebne porzadki biegunowe
w Informatycznym Kaciku Olimpijskim) . O( 2) Jest ek ‘ednak d 4 trud B t tvkul
i 5/2013 (problem 3POINTSONLINE w czasie O(n?). Jest on ciekawy, jednak dosyé¢ trudny — w tym artykule

w artykule o problemach 3suM-trudnych). przedstawimy szkic tego algorytmu.

Punkty i proste. Pomyslmy o zbiorze punktéw pq,...,p, na plaszczyznie.
Wybierzmy jeden z nich, na przyktad p;. PoprowadZzmy proste przez p; tak, by
polaczyé go ze wszystkimi pozostalymi punktami po, ..., p, (rys. 1). Kazdemu

z tych punktow odpowiada jedna prosta. Gdyby$my umieli posortowaé te proste
wedlug kata nachylenia lub, inaczej méowiac, wedtug wspolezynnika kierunkowego a
w rownaniu prostej y = ax + b, to takie uporzadkowanie pozwolitloby nam uzyskac
kolejnos$é¢ biegunowa punktéow po, ..., p, w uktadzie o srodku w p;.

Spéjrzmy teraz na wszystkie proste przechodzace przez pary
, . . L p(n=1)
punktéw ze zbioru py, ..., p,. Jest ich nie wigecej niz ——5—.
Jedli uda nam sie skonstruowaé algorytm, ktory dla kazdego
z punktéw posortuje n — 1 przechodzacych przez niego prostych
@ wsumarycznym czasie lepszym niz O(n%logn), to dostaniemy
"5 lepsze rozwiazanie calego zadania. Algorytm nie moze jednak
dzialaé szybciej niz O(n?), bo taka jest liczba prostych, ktore
ma posortowacé. Okazuje sie, ze algorytm dzialajacy w czasie
kwadratowym istnieje i opiera sie na bardzo ciekawej konstrukcji
my$lowej zwanej dualizacja.

Dualizacja. Wyobrazmy sobie przeksztalcenie geometryczne T,

ktore punktowi p przyporzadkowuje prosta T'(p), a prostej [

punkt T'(I) w nastepujacy sposéb:

p=(a,b)—T(p):y=ax—>b, l:y=kx+d—T()=(k —d),

Rys. 1. Proste z p1 oraz porzadek czyli punktowi o wspélrzednych (a,b) odpowiada prosta o réwnaniu y = ax — b,

biegunowy punktéw wzgledem pi. a prostej o réwnaniu y = kx + d odpowiada punkt o wspélrzednych (k, —d).
Punkty i proste oraz ich obrazy leza w plaszczyznie R?. Plaszczyzne, z ktorej
bierzemy argumenty przeksztalcenia T', nazywamy przestrzenia pierwotna,
natomiast plaszczyzne, w ktérej znajduja sie jego wartosci — przestrzenia dualna.
Opisane przeksztalcenie ma bardzo ciekawg wlasciwos$é: punkt p lezy na prostej [
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta T'(p) przechodzi przez punkt T'(1).
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Q) Rys. 3. Wszystkie proste z rysunku 1.

Zbiér punktéw py, ..., p, oraz prostych laczacych je w pary mozemy odwzorowac
w zbiér prostych T'(p1),...,T(pn). W przestrzeni dualnej proste, ktore tacza

np. p; z pozostalymi punktami, odpowiadaja punktom przecieé¢ prostej T'(p1)

z prostymi T'(ps), . .., T (pn). Od tej wlasnosci jest jednak maly wyjatek. Gdy pewne
punkty p; i p; majg te samg pierwszg wspotrzedng, to w przestrzeni dualnej proste
T(p;) oraz T'(p;) beda réwnolegle. Taka sytuacja zajmiemy sie jednak za chwile.

Dotarliémy zatem do nastepujacego problemu. Danych
jest m prostych na ptaszczyznie. Dla kazdej prostej
nalezy obliczy¢, w jakiej kolejnosci (wzgledem pierwszej
wspolrzednej) beda sie z nia przecinaly pozostale proste.
7Z konstrukcji przestrzeni dualnej wynika, ze zadna prosta
nie bedzie pionowa. Znajac porzadek przecie¢ dla prostej
T(p) w przestrzeni dualnej, mozemy odtworzy¢ porzadek
prostych przechodzacych przez punkt p w przestrzeni
/ pierwotnej, a z niego porzadek biegunowy wszystkich
punktéow wzgledem p.

Sciana

wierzcholek
Jak wykonaé ostatni z tych krokéw? Wystarczy dwa razy
przejrzeé proste w niemalejacej kolejnosci wspdtezynnikdw
kierunkowych i przy pierwszym przejsciu wypisa¢ tylko
punkty lezace na lewo od p; (tj. majace mniejszg pierwsza
wsp6lrzedna), a przy drugim przejsciu — wypisaé pozostale.
Musimy jeszcze osobno rozwazy¢ wszystkie punkty majace
te sama pierwsza wspoélrzedna co p1, jednak bardzo tatwo
mozemy umiesci¢ je w odpowiednim miejscu w porzadku
biegunowym wokot p; . Ten proces powtarzamy dla kazdego
punktu wéréd p1, ..., Dp.

Wyznaczanie przecie¢ prostych. Spéjrzmy na rysunek 4.
Przedstawia on strukture danych, ktora reprezentuje uktad
odcinkow stykajacych sie jedynie koncami. Co wiecej,
kazdy koniec odcinka jest jednoczeénie konicem jakiego$
innego odcinka. Kazdy punkt styku reprezentujemy

za pomocy listy cyklicznej. Element listy odpowiada
konicowi odcinka i oprécz wskaznikéw do nastepnika

i poprzednika zawiera takze wskaznik do elementu innej
listy, ktory reprezentuje drugi koniec tego samego odcinka.
Ponadto elementy listy reprezentujacej punkt styku
zawieraja jego wspoltrzedne. Kolejnosé elementéw na lidcie
jest istotna i musi odpowiadaé kolejnosci wystepowania
odcinkow na plaszczyznie, na przyktad by¢ zgodna

z kierunkiem ruchu wskazéwek zegara.

Rys. 4. Struktura danych u dotu reprezentuje uktad odcinkéw . . .
praedstawiony u gory. Zostal on zbudowany przez otoczenie Opisana struktura jest wariantem tzw. doubly-connected

prostokatng ramka prostych z rysunku 3. edge list. Pozwala ona SZyka dodawa¢ nowe odcinki
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Rys. 5. Fazy dodawania prostej do struktury danych.
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do istniejacego ukladu. Zauwazmy tez, ze dzieki
wskaznikom do sasiedniego odcinka oraz dzigki
odpowiedniemu uporzadkowaniu elementéw na listach
cyklicznych, odpowiadajacych punktom styku, mozemy
w prosty sposéb obchodzié dookola obszary ($ciany)
wyznaczone przez uklad odcinkéw. Rysunek 5 przedstawia
kolejne fazy dodawania odcinkéw prostej do uktadu.

Operacje na strukturze sg dosy¢ intuicyjne. Nas interesuje
odpowiedz na pytanie, jaki jest ich czas dzialania
wzgledem n, bo od tego zalezy zlozonos$é¢ algorytmu.
Widaé, ze nowo powstajaca $ciana moze mie¢ bardzo
wiele krawedzi, nawet liniowo wiele wzgledem n. Okazuje
sie jednak, ze sumaryczna liczba krawedzi, ktore trzeba
odwiedzi¢ przy dodawaniu odcinkéw jednej prostej, jest
réwniez rzedu O(n). Dowdd tego faktu pominiemy, choé
nie jest bardzo trudny. Opiera sie on na obserwacji,

ze odwiedzane krawedzie mozna przyporzadkowaé

do punktow przecieé przetwarzanej prostej w ten
sposob, by na jeden punkt przypadalo co najwyzej 10
krawedzi. Zainteresowani dowodem powinni szukaé hasta
twierdzenie strefowe lub zone theorem.

Powyzszy fakt jest kluczowy dla analizy ztozonosci
czasowej algorytmu, bo wynika z niego, ze strukture
daje sie zbudowaé w czasie O(n?). Ponadto przejécie po
kolejnych odcinkach jednej prostej mozna zrealizowaé

w czasie O(n). Zauwazmy, ze jezeli zbiér punktéw
P1,--.,Pn Na plaszczyznie przeksztalcimy za pomoca
dualizacji na zbiér prostych T'(p1),...,T(pn), a te
proste otoczymy ramka, to otrzymamy uktad odcinkéw
podobny do tego z rysunku 4.

Prostokatna ramke, obejmujaca wszystkie punkty przeciecia
uktadu n prostych, mozemy obliczy¢ nastepujaco. Sortujemy

(w czasie O(nlogn)) wszystkie proste wzgledem ich wspélezynnikéw
kierunkowych i bierzemy pod uwage tylko punkty przecie¢ prostych
sasiadujacych w tym porzadku oraz punkt przeciecia pierwszej

i ostatniej prostej. Wszystkie pozostate punkty przecieé¢ znajduja sie
wewnatrz otoczki wypuktej tych punktéw.

Dalej, za pomoca opisanego powyzej algorytmu konstrukeji
struktury doubly-connected edge list jestedmy w stanie

w czasie O(n?) wyznaczy¢ kolejnoéé punktéw przecieé dla
wszystkich prostych. Jesli teraz dla dowolnego punktu

Z Pp1,...,Pn (OpP. p1) zapragniemy wyznaczy¢ porzadek
biegunowy pozostalych punktéw po, ..., p,, to wystarczy
odezytaé porzadek przecie¢ prostej T'(p1) z pozostalymi
prostymi. Numery prostych w tym porzadku wyznacza
kolejnoéé¢ punktow po, . .., p, w porzadku biegunowym
dookota p1, o czym pisaliSmy powyzej.

Za pomoca dualizacji udato nam sie przyspieszy¢
algorytm sortowania biegunowego zbioru n punktéw

z czasu O(n?logn) do czasu O(n?). Usprawnienie

to nie ma duzego znaczenia w przypadku

np. zadan opisywanych w Informatycznym Kaciku
Olimpijskim, poniewaz jego implementacja jest bardzo
skomplikowana, a przyspieszenia raczej nie datoby sie
zauwazy¢ na zbiorach danych o stosunkowo niewielkim
rozmiarze. Przyspieszanie takich algorytméw ma
jednak racje bytu w powazniejszych zastosowaniach
geometrii obliczeniowej, takich jak generowanie grafiki
lub projektowanie uktadéw scalonych.



