Diagramy Woronoja, czyli co widaé¢ z gory?

Gieorgij Woronoj (1868-1908) urodzit
si¢ na Ukrainie, studiowal w Sankt
Petersburgu, a znaczna czes$¢ swojego
krétkiego zycia spedzit w Warszawie,
wykladajac na tutejszym Uniwersytecie.

Wprawdzie w naszych rozwazaniach
ograniczamy si¢ do przestrzeni
euklidesowej, ale diagram Woronoja jest
pojeciem znacznie szerszym — mozna go
zdefiniowaé w dowolnej metryce L, dla
1 < p < oo, w wyzszych wymiarach, dla
centréw bedacych odcinkami, okrgegami,
punktami z wagami majacymi wplyw
na odleglos¢ itp.

Pominigcie zalozenia, ze wierzchotek
diagramu jest cze¢sciag wspdlng dokladnie
trzech obszaréw, moze w niektérych
przypadkach prowadzi¢ jedynie do
niejednoznacznosci rozwigzan, czego

chcieli$my uniknaé¢ w tym artykule.

Boris Delaunay (1890-1980) byt
Rosjaninem, a nazwisko odziedziczyt po
francuskich przodkach.
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Kiedy wedrujemy po pustyni i poczujemy zmeczenie, poszukujemy najblizszej
oazy, w ktorej moglibysSmy zregenerowac sily. Jesli mamy szczeécie, mozemy
spotkaé na pustyni beduina, ktéry wskaze nam wtasciwy kierunek do oazy. Czy
rzeczywiscie wlasciwy?

Gdyby$my mogli unie$¢ sie w gore, zobaczylibySmy interesujace nas obiekty
znajdujace sie w okolicy. Jak szybko okresli¢, ktory z nich jest najblizej? W tym
celu mogliby$my wykorzysta¢ diagram Woronoja.

Zalézmy, ze obiektom, ktorymi jestesmy zainteresowani, odpowiada zbior
P ={p1,p2,...,pn} punktéw na plaszczyznie, ktére bedziemy nazywaé
centrami. Odleglo$¢ miedzy punktami p,q € P, p = (z,y), ¢ = (', ¢),
definiujemy jako d(p,q) = v/(z — 2)2 + (y — v/')2.

Definicja 1. Dla kazdego centrum p, € P obszar Woronoja (V(p;)) sklada sie
z tych punktow plaszcezyzny, dla ktorych zadne inne centrum nie znajduje sie
blizej niz p;, tzn. V(p;) = {x € R? : V;4; d(x,p;) > d(z,p;)}. Punkty nalezace do
brzegéw obszaréw Woronoja tworza diagram Woronoja.

Rys. 1. Diagram Woronoja.

Zauwazmy, ze centrum zawsze nalezy do odpowiadajacego mu obszaru.

Co wiecej, do kazdego obszaru nalezy tylko jedno centrum. Granice miedzy
obszarami dla dwbéch centréw p i ¢ wyznacza symetralna odcinka pq. Zatem
obszar Woronoja dla p; jest czescia wspdélna polplaszcezyzn wyznaczanych

przez symetralne odcinkéw p;p; (dla i # j) i zawierajacych p;. Stad wniosek,

ze obszary Woronoja sa wielokatami wypuklymi (ograniczonymi lub nie),

a krawedzie diagramu Woronoja sa odcinkami lub poélprostymi. Liczba krawedzi
diagramu Woronoja jest liniowa wzgledem liczby centréw, co uzasadnimy

nieco dalej.

Wierzcholki diagramu Woronoja znajduja sie w tej samej odleglosci od

co najmniej trzech najblizszych centrow. Aby uproscié¢ dalsze rozwazania,
przyjmijmy, ze wierzcholek diagramu jest czescia wspoélna dokladnie

trzech obszaréw Woronoja. Wtedy centra obszaréw majacych wspélny
wierzcholek wyznaczaja tréjkat. Poniewaz przeciwleglte wierzchotki
czworokata nie mogg wyznacza¢ dwoch par sasiadujacych obszarow Woronoja,
wiec dwie rézne krawedzie takich trojkatéw nie maja innych punktow
wspolnych niz konce. Wszystkie zdefiniowane w ten sposob tréjkaty tworza
tzw. triangulacje Delaunay.

Definicja 2. Triangulacja Delaunay to graf dualny do diagramu Woronoja.
Wierzcholki triangulacji (centra obszaréw) odpowiadaja $cianom diagramu
Woronoja (obszarom Woronoja). Natomiast odpowiednikami krawedzi
triangulacji sa krawedzie diagramu.

Zauwazmy, ze odpowiadajace sobie krawedzie nie muszg sie przecinac.
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Inne rozwigzanie zadania M 1389  Triangulacja Delaunay jest grafem planarnym, a krawedzie Sciany zewnetrznej
W Delcie 6/2013 opublikowane zostalo ~ WYZNaCZaja otoczke wypuktla zbioru P, tzn. brzeg najmniejszego zbioru
interesujace zadanie M 1389 wraz wypuklego zawierajacego P. Innymi stowy, wierzchotkami tej otoczki wypuklej
z ciekawym rozwigzaniem. Chciatbym s centra nieograniczonych obszaréw Woronoja zbioru P. Z wlasnosci graféw
zaproponowac 1nne rozwigzanie 1 h . d . E 1 . . 1 b k d . . 1 .
tego zadania. planarnych (twierdzenie Eulera) otrzymujemy, ze liczba krawedzi triangulacji
Delaunay jest liniowa wzgledem liczby centréw. To pokazuje zarazem, ze liczba

M 1389. Dana jest liczba wymierna Lq. . .. . ’
krawedzi diagramu Woronoja jest liniowa wzgledem liczby centréw.

ar = 0,(b1ba...by,), w ktérej zapisie
dziesigtnym blok cyfr bibs ... by,

powtarza sie okresowo po przecinku. Wierzcholki tréjkata nalezacego do triangulacji Delaunay wyznaczaja okrag

Rozwazmy liczby o érodku w wierzchotku diagramu Woronoja (gdyby na okregu znajdowalo sie
az = 0,(babs ... byb1), wiecej centrow z P, to wyznaczany przez nie wielokat mogliby$my striangulowaé
ag = 0,(bgba ... bpbibs), ..., na rézne sposoby). Sprébujmy uogélnié ten fakt.

an = 0,(bnb1 e bnfl)

powstate z a1 przez cykliczne przesunigcia

Twierdzenie 1. Odcinek p;p;, gdzie p;,p; € P, nalezy do triangulacji Delaunay

cyfr w bloku. Udowodnié, 7e wtedy @ tylko wtedy, gdy istnieje okrag przechodzqcy przez p; i p;, ktory
bi4 oot bn = 9(a1 + ... +an). nie zawiera w swoim wnetrzu punktow z P.
Rozwiqzanie. Zauwazmy, e Dowdd. Implikacja w prawa stron¢ wynika z konstrukcji triangulacji Delaunay.
(1) 10a; =10-0,(b1bz...by) = Musimy wykaza¢ implikacje w przeciwnym kierunku. Srodek okregu
=10-0,by(ba...bpb1) = przechodzacego przez p; i pj, ktéry nie zawiera w swoim wnetrzu punktéw z P,
= by,(b2bs ... bnb1) = z definicji nalezy do krawedzi diagramu Woronoja oddzielajacej V(p;) 1 V (p;).
= b1 +0,(babs ... byb1). Zatem odcinek p;p; jest krawedzig triangulacji Delaunay. O

Zatem 10a1 = by + as.
Analogicznie dostajemy .

(2) = (n—1) 10a; = bi + a;t1 \ \ '
oraz

(n) 10a, = b, +a1.

Dodajac stronami réwnoéci (1) + (n),

otrzymujemy

10(a1 + a2 + ...+ an) =
=bi+ba+...+bp+(a1+az+...+an),
a stad

b1 +ba+...4+b, =9a1 +az+...an).

Marian MACIOCHA

w

Rozwigzanie zadania M 1393. . / \
Oznaczmy przez o), operacje polegajaca

na zmianie znaku na k-tej wspélrzednej Rys. 2. Triangulacja Delaunay i euklidesowe minimalne drzewo rozpinajace.
TR(@L ke Tn) = Pokazmy jeszcze jedng ciekaws wlasno$é triangulacji Delaunay.
= (1,0, =T,y n o, T).
Zauwazmy, ze dla dowolnego punktu Definicja 3. Euklidesowe minimalne drzewo rozpinajace dla zbioru
@ € {—1,1}" zachodzi réwnosé punktéw P, ktére oznaczamy przez EMST(P), jest drzewem laczacym wszystkie
f(@) = flor(x)) = 2apwy. punkty z P i minimalizujacym catkowita dlugosé krawedzi.

Z drugiej strony, skoro f przyjmuje . . . . B .
tylko wartogei 11 —1, to ta rézmica moze Lwierdzenie 2. EMST(P) jest podgrafem triangulacji Delaunay zbioru P.
przyjmowac tylko trzy wartosci: —2, 01 2.

Zatem dla tych ay, ktére sa niezerowe, Dowaod. Zatézmy, ze teza nie jest prawdziwa. Niech ab bedzie krawedzia

musi by¢ ay € {—1,1}. EMST(P), ktéra nie nalezy do triangulacji Delaunay zbioru P. Wtedy, zgodnie
Wykazemy teraz, ze funkcja f z poprzednim twierdzeniem, okrag o érednicy ab zawiera w swoim wnetrzu punkt
ma doktadnie jeden niezerowy p € P. Odcinki @p i bp sa krétsze od ab. Zatem krawedZ ab mozemy zastapi¢

wspélezynnik. Zalézmy przeciwnie, jednym z nich, nie niszczac spdjnosci grafu i zmniejszajac catkowita dtugoéé jego
ze ma przynajmniej dwa, np. a1 i as. J Y ’ 4c 8po) g ] Ja Q g Jeg

Bez utraty ogélnosei mozemy prayjaé, ze  Krawedzi. Jest to sprzeczne z zalozeniem, ze ab € EMST(P). O
a1 = 1 = az. Woéwczas, oznaczajac przez

c=as+...+a,, mamy W obliczeniach numerycznych ma zastosowanie jeszcze jedna, znacznie
F(1,1,1,...,1) =2+c¢, trudniejsza do udowodnienia, wtasnoéé triangulacji Delaunay. Uporzadkujmy
f(1,=1,1,...,1) =¢, niemalejaco katy wszystkich tréjkatéw tworzacych dowolna triangulacje T'
f(—1,-1,1,...,1,...,1) = —2+ ¢ zbioru P. Nastepnie uporzadkujmy leksykograficznie wszystkie triangulacje
Innymi stowy, f przyjmuje w tych zbioru P (tZD. dla Ti = (Oél, ceey O[m) oraz T_] = (61, . ,ﬂm), zachodzi

trzech punktacb trzy rc')’il'leAwartc?éci, co T‘l < j’j RN Eke{l,...,m}(vh<k ap, = ﬁh Ay < ﬁk) i T’z — Tj RN vke{l,.“,’n’b} o = ﬂk)
przeczy temu, ze wartosci f nalezg do Wtedy tri lacia Del bedzi tatni 1 t t dku. t

zbioru dwuelementowego. Zatem f jest . edy rlz.mgu acja Le au.nay Q Z'le ostatnim elementern ego pOI:ZQ u, tzn.
postaci £z, dla pewnego k € {1,...,n}. triangulacja ta maksymalizuje minimalny kat w tworzacych ja tréjkatach.

10



Odpowiedz na pytanie czy zawsze?
ze strony 17.

Zawsze, cho¢ konstrukcja moze si¢

nie udaé¢, gdy dwie z prostych k,l, m sa
prostopadtle, a my wybierzemy prosta b
prostopadtla do trzeciej z nich. Ale
wybér jako b prostej prostopadtej do
jednej z prostych prostopadtych pozwala
konstrukcje wykonac.

Przyczyna opisanego tu niepowodzenia
polega na tym, ze gdy dwie symetralne sg
prostopadle, to trojkat jest prostokatny

i jeden z jego bokéw przechodzi przez
punkt przecigcia symetralnych.

Gdyby wymyslenie takiego algorytmu
»dziel i zwyciezaj” sprawilo komus
trudnosé, to jego opis mozna znalezé

np. w ksigzce F.P. Preparaty i M.I. Shamosa
Geometria obliczeniowa. Wprowadzenie.

Jesli z = py (@, y) jest réwnaniem
plaszczyzny stycznej do paraboloidy

w punkcie bedgcym obrazem punktu

v € P, to brzeg W tworzg punkty ze
zbioru {(z,y, z) : 2 = maxyep{pv(z,y)}}.

Wiedzac, ze diagram Woronoja i triangulacja Delaunay maja tyle interesujacych
wlasnosci, spréobujmy skonstruowaé te grafy. Oczywiscie, na mocy ich dualnosci
wystarczy znalezé tylko jeden z nich. Aby wyznaczy¢ diagram Woronoja, mozna
zastosowaé¢ pewne standardowe metody, np. ,dziel i zwyciezaj” lub zamiatanie.

Ale my znéw sprébujemy uniesé sie w gore. Mianowicie, zatézmy, ze punkty

ze zbioru P naleza do plaszczyzny z = 0. Zrzutujmy zbiér P réwnolegle do

osi z na paraboloide obrotowa z = 22 + y?. Zauwazmy, ze obrazy punktéw
nalezacych do okregu zawartego w plaszczyznie z = 0 beda wspdlplaszezyznowe.
Rzeczywidcie, jedli punkt (z,y) spetnia réwnanie (z — a)? + (y — b)? =12,

to w przestrzeni tréjwymiarowej punkt (x,y,x? + y?) nalezy do plaszczyzny

2 = 2ax + 2by + r? — a? — b?. Zatem rzuty okregéw opisanych na tréjkatach
triangulacji Delaunay wyznaczaja plaszczyzny przecinajace paraboloide

i zawierajace rzuty wierzchotkéw odpowiednich tréjkatéw. Co wiecej,

na mocy wypuklosci paraboloidy obrotowej plaszczyzny te nie rozdzielaja
obrazéw punktow z P, gdyz wnetrza okregéw opisanych na trojkatach
triangulacji Delaunay (ktérych rzuty sa odcinane z paraboloidy przez omawiane
plaszczyzny) nie zawieraja punktéow z P. Zatem rzuty $cian triangulacji
Delaunay sa $cianami otoczki wypuklej obrazéw punktow z P, a rzuty krawedzi
triangulacji sa krawedziami otoczki wypukte;j.

Yy
S

Rys. 3. Rzut tréjkata triangulacji Delaunay na paraboloide.

X
X

Zatem nie pozostaje nam nic innego, jak znalezé otoczke wypukla zbioru
punktow w przestrzeni trojwymiarowej. Mozemy to zrobié¢, stosujac np. metode
ydziel 1 zwycieza]”. Zlozono$é obliczeniowa tego algorytmu wynosi O(nlogn).
Nastepnie rzutujemy z powrotem na plaszczyzne z = 0 Sciany otoczki wypuktlej
ograniczajace ja od dotu i w ten sposéb otrzymujemy triangulacje Delaunay
zbioru P. Poniewaz wszystkie rzutowania mozemy wykonaé¢ w czasie O(n), wigc
calkowita zlozonosé tego algorytmu wynosi O(nlogn). Jest on wiec nie tylko
prosty, ale tez efektywny.

Algorytm

Dane: Zbiér n punktéw P na plaszczyznie z = 0.

Wynik: Triangulacja Delaunay zbioru P.

Zrzutuj zbiér P réwnolegle do osi z na paraboloide z = 2% + y?;

Zmajdz otoczke wypukta zbioru obrazéw punktéw z P;

Zrzutuj prostopadle $ciany otoczki wypuklej ograniczajace ja od dotu na
plaszczyzne z = 0;

return Graf powstaly na ptaszczyznie z = 0;

Mozna réwniez wykazaé, ze rzut prostopadly na plaszczyzne z = 0 minimalnego
wieloscianu wypuktego W zawierajacego paraboloide z = 22 + 32, ktérego $ciany
zawieraja sie w plaszczyznach stycznych do tej paraboloidy w obrazach punktéw
z P, jest diagramem Woronoja zbioru P. Dowdéd tego faktu pozostawiamy
Czytelnikowi jako ¢wiczenie.
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