nasze dotychczasowe strumienie sa rosnace, dzieki czemu
podzbiér ograniczony mozemy zawsze wybraé
W ograniczonym czasie.

Ogolniej, strumienie rosnace nadaja sie do reprezentacji
nieskonczonych zbioréw liczb: w ograniczonym

czasie potrafimy rozstrzygnaé, czy dana liczba x jest
elementem zbioru:

> let member x (y:ys)
| x ==y = True
| x <y=False
| x >y = member x ys

> member 104743 primes3
True

Przegladamy kolejne elementy strumienia; gdy
napotkamy liczbe wigksza od z, to wiemy, ze x juz dalej
sie nie pojawi (strumien jest rosnacy, zatem wszystkie
dalsze elementy sg wigksze od x).

Podobnie mozemy zdefiniowaé sume (a takze przeciecie
i réznice) zbioréw:
> let union (x:xs) (y:ys)
| x <y=x:union xs (y:ys)
| x ==y = x:union xs ys
| x>y =y:union (x:x8) ys
Mozemy p6jsé o krok dalej i rozwazaé strumienie

wyzszego rzedu, czyli nieskonczone strumienie
nieskonczonych strumieni. Sprobujmy, na przyktad,

W poét drogi do nieskonczonosci

stworzy¢ rosnacy strumien liczb postaci p™, gdzie p jest
liczba pierwsza. Gdybysmy potrafili obliczy¢ strumien
liczb stanowigcy sume teoriomnogosciowa strumienia
strumieni, rozwiazanie mogloby by¢ proste:

> let primePowers = mergeAll [powers p | p <- primes]

gdzie powers p jest strumieniem kolejnych

poteg p, zas mergeAll jest funkcja, ktéra scala
strumien strumieni. Tylko czy potrafimy ja
zdefiniowaé¢? Okazuje sie, ze tak (zainteresowanych
odsytam do modutu Data.List.Ordered; zob.
http://hackage.haskell.org/packages/
archive/data-ordlist/0.4.5/doc/html/
Data-List-Ordered.html), jednakze pod pewnymi
warunkami:

1. strumien gléw strumieni sktadowych musi by¢
niemalejacy (w naszym przypadku jest to strumien
liczb pierwszych);

2. kazdy element wyniku bedzie powtorzony tyle
razy, ile razy lacznie powtarza sie we wszystkich
strumieniach wejsciowych; funkcja mergeAll realizuje
sume multizbioréow, zas sume zbioréw, gdy strumienie
wejsSciowe sg parami rozlaczne, ktéry to przypadek
takze zachodzi dla naszego problemu.

> take 20 primePowers
[2,3,4,5,7,8,9,11,13,16,17,19,

23,25,27,29,31,32,37,41]
(0.00 secs, 527380 bytes)

Maciej LISICKI

doktorant, Instytut Fizyki Teoretycznej,
Wydzial Fizyki, Uniwersytet Warszawski

Chmura sklada sie z oblokow zloZonych z oblokow,
ktore sktadajq sie oblokow,

ktore wygledajg jak chmury.

Ale kiedy zblizasz sie do chmury,

nie widzisz gtadkosci,

tylko nieregularnosci w drobniejszej skali.

Benoit Mandelbrot (1924-2010)

W termodynamice charakteryzujemy réwnowagowy uktad za pomoca
pewnego zbioru parametréw (np. ci$nienia, objetosci i temperatury)

i zwiazkéw pomiedzy nimi (np. réwnania stanu gazu). Wielkosci te sa
funkcjami stanu, a wiec sa jednoznacznie przyporzadkowane danemu

stanowi uktadu i nie zmieniaja sie w czasie. Jesli jednak spojrzymy

na uklad z punktu widzenia jego struktury mikroskopowej, na czasteczki
gazu w ciaglym ruchu, powstaje pytanie: jak powiazaé¢ charakterystyki
termodynamiczne uktadu z jego mikroskopowa dynamika? Odpowiedzi
na to pytanie udziela mechanika statystyczna, w mysl ktorej uktad wielu
czasteczek podlega prawom statystycznym, a parametry makroskopowe
sg $rednimi wartosciami odpowiednich wyrazen mikroskopowych.
Przyktadowo, $rednia energia kinetyczna czasteczek gazu doskonatego,

w ktérym predkosci czasteczek opisane sg rozkladem Maxwella, jest
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Pojecie prawdopodobiefistwa pojawia
sie¢ w fizyce nader czesto i praktycznie
w kazdej jej dziedzinie; obszernym
wprowadzeniem moze by¢ ksiazka

R. Nowaka pt. Statystyka dla fizykéw,
PWN, Warszawa, 2002.

Rozwigzanie polega na ,wylosowaniu”
N sposéréd Ny czasteczek. Jak wyglada
wykres tej gestoéci prawdopodobienstwa
w zaleznoéci od N dla réznych wartosci
parametréw No, Vo 1 V7?7

-]

Rozwigzanie zadania F 835.
Przyjmijmy, ze promien wychodzacy BC
(rysunek) pochodzi z wigzki promieni
réwnoleglych padajacych na soczewke.

Wtedy jego przedluzenie na strong
przedmiotowg przetnie sie

z przedluzeniami innych promieni
pochodzacych z padajacej wigzki
réwnoleglej w plaszczyznie ogniskowej
soczewki (FF’). W tym samym

punkcie F’ przetnie wigc ptaszczyzne
ogniskowa, pochodzacy z tej samej
wiazki réwnolegtej, promietr F'O,

ktéry nie zmienia swojego kierunku

bo przechodzi przez $rodek soczewki.
Poniewaz promienie AB i F’O pochodza
z tej samej wigzki réwnolegtej, wiec bieg
promienia AB znajdujemy, wykreslajac
prosta réwnolegla do F'O przechodzaca
przez punkt B.

powiazana z temperatura gazu poprzez relacje
3
(1)

<Ek> = ikBTa
gdzie kp jest stala Boltzmanna. W naturalny sposéb w grze pojawia
sie wiec pojecie prawdopodobienstwa. Ze wzgledu na statystyczna
nature opisywanych zagadnien w skonczonym uktadzie parametry
termodynamiczne podlegaja zmianom w czasie, przyjmujac wartosci
zblizone do $redniej. Zmiany te nazywamy fluktuacjami. Oszacowanie
wielkosci fluktuacji jest réwnoznaczne z badaniem odpowiedniego
rozktadu prawdopodobienstwa. Dopiero gdy dysponujemy oszacowaniem
wartosci Sredniej i Srednim odchyleniem od tej wartosci, jestedmy
w stanie zinterpretowaé¢ wyniki pomiaru — wszak informacja, ze $rednia
roczna temperatura w Warszawie wynosi 8,2°C, nie mowi jeszcze nic
o charakterystyce klimatu i wystepujacych tam réznicach temperatur.

Przyjrzyjmy sie doktadniej fluktuacjom ,w dziataniu” w fizycznym uktadzie.
Przykladem wielkosci fluktuujacej wokot swojej sredniej warto$ci moze byé
liczba czasteczek gazu (doskonalego) w pewnej objetosci V', wyodrebnionej

z wiekszego ukladu o objetosci Vy, zawierajacego Ny czasteczek.

Wybierajac przypadkowy obszar o objetosci V' < Vj, przyjmijmy, ze
prawdopodobienstwo znalezienia czasteczki gazu wewnatrz V jest dane przez

(2) v

P = 7
i jest niezalezne od ksztaltu pojemnika z gazem i potozen innych czasteczek.
ZalozyliSmy przy tym, ze z réwnym prawdopodobienstwem kazda z czasteczek
gazu przebywa w kazdej czesci ukladu ze wzgledu na swdj ruch termiczny.
Na podstawie tego postulatu Czytelnik moze tatwo wykazaé, ze rozktad
prawdopodobienstwa znalezienia N czasteczek w objetosci V' jest rozktadem
dwumianowym, ma wigc postaé

N No—N
(3) PN:Ni()!(K) (1—K) T
NI(No — N)!'\Vy o
Jedli teraz rozwazymy granice, gdy uklad jest bardzo duzy (a zatem
Ny — o0 i Vy — 0), ale jednoczesnie érednia gestosé gazu pg = No/Vp jest
stala, mozemy znalezé $rednia warto$é (N) liczby czastek w objetosci V/
Ny
(N)=> NPy =pV
N=0

(4)

oraz jej odchylenie standardowe bedace miarg odchylenia od wartosci
éredniej jako (N?2) — (N)2 = poV (w granicy). Zbadajmy teraz wzgledne
fluktuacje, czyli stosunek odchylenia od $redniej do samej wartosci Sredniej

(5) <N2> - <N>2 1

(N) (N)

Wnhnioskujemy stad, w zgodzie z intuicja, ze wzgledne fluktuacje sa tym
mniejsze, im wigkszy jest badany poduklad (im wiecej czastek zawiera).
Wykorzystujac réwnanie stanu gazu doskonalego pV = (N)kpT, gdzie pi T
oznaczaja cisnienie i temperature gazu w poduktadzie, przepiszmy

réwnanie (5) w postaci

(6) V <N2> - <N>2 o kBT
(N) pvV

Otrzymana zalezno$é nie jest zbyt uzyteczna, bo zawiera parametry

charakteryzujace poduklad, o ktérym niewiele wiemy. Pamietajmy jednak,

ze objeto$¢ V' zostata myslowo wyodrebniona z wiekszego uktadu o ustalonej

temperaturze Ty i ci$nieniu pg, a wiec zadne fizyczne bariery nie oddzielaja

go od pozostalej objetosci, w ktorej spelnione jest rownanie pg = pokpTy-
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Bardzo przystepne wyjasnienie blekitu
nieba znalezé mozna réwniez w artykule
A. Hryczuka i R. Zaka (Delta 8/2003),
jednak samo zagadnienie ma bardzo
bogata histori¢ — tym ciekawsza, ze nasz
znakomity rodak odegral w niej duza role
— to jednak temat na osobng opowies¢. ..

W miare rozwoju technik symulacji
powstaly réwniez metody oszacowania
efektéw skoriczonosci uktadu

i korygowania uzyskanych wynikéw;
bardzo dobre wprowadzenie mozna
znalez¢ w: F.L. Roman, A. Gonzalez,
J.A. White, S. Velasco, Fluctuations in
the number of particles of the ideal gas:
A simple example of explicit finite-size
effects, Amer. J. Phys 67, 1149 (1999).

Stad otrzymujemy

NN kel
@) &\ v

Gdy zwigkszamy objetoé¢ podukladu, wzgledne fluktuacje zanikaja, co jest
spodziewane z punktu widzenia termodynamiki.

Przywoltajmy kontekst fizyczny otrzymanej zaleznosci — rozwazmy obszar
o rozmiarach rzedu dhugosci fali niebieskiego $wiatla, ktérego dhugosé fali A
lezy w przedziale od 450 do 500 nm. W warunkach normalnych zawiera
on okoto 3 mln czasteczek, a wzgledne fluktuacje sa na poziomie 0,057%.
Odpowiednia warto$¢ fluktuacji dla $wiatla czerwonego (A miedzy 610
a 780 nm) to 0,035%. Fluktuacje tego rzedu wielkosci sa z pozoru niewielkie,
ale wystarczajace, by wywotaé¢ niewielkie réznice wspotczynnika zatamania
osrodka, ktore z kolei powoduja rozpraszanie $wiatta na tychze fluktuacjach.
Jak wskazuja obliczone wyzej wartosci, efekt ten jest znacznie silniejszy dla
Swiatla niebieskiego, ktére jest ,bardziej” rozpraszane (konkretnie, natezenie
rozproszonego $wiatta jest proporcjonalne do 1/A*). Zjawisko to stoi
u podstaw wyjasnienia niebieskiego koloru nieba, czego dokonali niezaleznie
Albert Einstein i Marian Smoluchowski. Przyjrzyjmy sie jeszcze jednej
makroskopowej wielkoSci, mierzonej bezposrednio w doswiadczeniach.
Scisliwosé izotermiczna k, ktéra jest miarg wzglednej zmiany objetodci gazu
przy zmianie ci$nienia i przy stalej temperaturze, dla gazu doskonatego
wyraza sie przez
(8) gLV _ L

\% 6;0 pok‘BT
Wynik ten, otrzymany w ramach termodynamiki, mozemy teraz poréwnac
z zaleznoscig dla skonczonego uktadu, uzyskang w ramach mechaniki
statystycznej:

(N?) — (N)?

) poksT(V) = ==

ktora pozwala zapisaé $cisliwosé jako

1 1%
10 KR = 1 -,
(10) PokBT< Vo>

gdzie poprawka jest efektem skonczonej objetosci poduktadu. Efekty
skonczonosci ukladu (ang. finite-size effects) odgrywaja istotna role
w symulacjach komputerowych. Komputery sa poteznym narzedziem,
pozwalajacym na badanie dynamiki duzych uktadéw; mozna dzi$

np. numerycznie rozwiazaé¢ réwnania ruchu 500 000 atoméw w ciagu
500 ns. Trzeba jednak zawsze pamigtaé, ze symulujemy skonczony
poduktad, a nie uktad w granicy termodynamicznej, a badane przez
nas wielkosci (np. Scidliwosé) zaleza od wielkosci uktadu. Méwiac
obrazowo, do ,nieskonczonoéci” trzeba podejs¢ najblizej, jak tylko sie da,
a dalej mozna tylko zastanowi¢ sie, na ile skoniczonosé uktadu wptywa
na wynik pomiaru.

Operacja powickszania ukladu (objetosci, liczby czasteczek) przy
jednoczesnym utrzymaniu lokalnych wielkodci (np. $redniej gestosci)
prowadzi do granicy termodynamicznej — przy przejsciu do tej granicy

w ukladzie zanikaja fluktuacje, a zatem wielkosSci, ktére charakteryzuja
jego stan (takie jak temperatura czy ci$nienie), nie zmieniaja sie w czasie.
Woéwczas termodynamika fenomenologiczna staje sie Scista teoria. Dla
typowych ukladéw makroskopowych (gdzie N jest rzedu liczby Avogadra
N = 6,02 - 10%3) fluktuacje sa pomijalne, dlatego opis fenomenologiczny
pozwala tak doktadnie przewidzie¢ wlasnosci termodynamiczne

wielu substancji.
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