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Rozwigzanie zadania M 1392.
Idea rozwiazania polega na zastosowaniu
zasady szufladkowej Dirichleta dla

zbioréw nieskonczonych, ktérych rozmiar

zmierzymy dlugoscia tuku.

Niech A oznacza podzbiér wszystkich
pokolorowanych punktéw na okregu, zas
B niech oznacza podzbiér wszystkich
tych punktéw, ktérych antypody sa
pokolorowane. Chcemy udowodnié, ze
AN B # 0. Zalézmy przeciwnie, ze sa
roztaczne. W tej sytuacji B sklada si¢
z odcinkéw o tacznej diugosci takiej
jak A, wiec taczna dlugosé odcinkéw
sktadajacych sie na sume¢ A U B jest
wieksza niz obwod okregu, co daje
sprzecznosé.

Widze to, ale w to nie wierze, pisal
Cantor do Dedekinda.

Tako rzecze Arystoteles
Marek KORDOS

W —V wieku Parmenides stworzyt szkote filozoficzna, ktora postawita sobie
za cel zbadanie, jak ma sie rozpowszechniona w tamtych czasach opinia, iz
matematyka glosi najglebsza prawde o Swiecie, do rzeczywistosci. Bez trudu
dalo sie bowiem zauwazy¢, ze pojecia matematyki — taka, na przyktad, prosta,
albo — jeszcze bardziej — punkt, nijakich materialnych odpowiednikéw nie maja.
Obiekt materialny mozna dzieli¢ na mniejsze kawalki, ale przeciez w koncu
gdzies bedziemy musieli si¢ zatrzymac, choé¢by z tego powodu, ze nie mozna

w skonczonym czasie wykonaé nieskonczenie wielu czynnosci. Tymczasem
matematyka pozwala cho¢by na odcinanie od odcinka stale polowy tego,

co jeszcze zostalo do dyspozycji, bez konica, a nawet pozwala stwierdzié, ze

w koncu z tego odcinka nic nie zostanie, nawet koniec.

Uczniowie Parmenidesa, zwani eleatami (od miejscowosci w Italii, gdzie
nauczal), ulozyli szereg aporii, czyli trudnosci, zalecajac matematykom, by sie
nad nimi zastanawiali i by dopiero po ich pokonaniu brali si¢ za uprawianie
swojej dyscypliny. Powszechnie znane sa aporie Zenona.

Problem byl natury bardziej filozoficznej niz matematycznej i takie tez byto

od poczatku jego rozumienie. Chodzito mianowicie o to, czy matematyka, ktérej
uzywamy do opisu realnego $wiata, Natury, jak wolano méwié¢, musi (wzglednie
powinna) mie¢ taka sama strukture, jak to, co nia opisujemy.

Oczywista odpowiedz, ze nie, dal Arystoteles. Ale uznal, iz nie kazda konstrukcja
myslowa jest, jako element stuzebnej dla przyrodnikéw matematyki, dopuszczalna.

W szczegdlnosei odnidst sie do tatwego do wypowiedzenia, ale trudnego

do zdefiniowania, terminu nieskonczonosé. Tu zauwazyl, ze nieskonczono$é¢ moze
oznaczaé co$ plynacego, jak czas, albo tez co$ stabilnego, jak zawarto$é¢ skarbca.
I uznal, ze te nieskonczonoéci w istocie nie maja ze soba wiele, a moze nawet
nic, wspdlnego.

Pierwsza z nich nazwal nieskoficzonoscia potencjalng, utozsamil ja z mozliwoscia
kontynuowania jakiego$ procesu bez konca. Za jej pomoca rozwiazat

prawie wszystkie aporie Zenona i uznal, ze jej poprawne uzywanie nie grozi
wpadnieciem w sprzecznosci.

Druga za$ — dysponowanie w jednej chwili nieskoniczona liczba obiektow —
nazwal nieskonczonoscia aktualng i stosowania jej odradzal, a nawet zabranial.

Matematycy przez dwa tysiace lat jego dyrektyw przestrzegali, co
nie przeszkodzilo im w zbudowaniu poteznego gmachu analizy matematycznej,
nieskonczonos$cig wrecz naladowanego.

Wiszelako znalazt sie $mialek, ktéry zakaz Arystotelesa ztamal. Georg Cantor

w dziele Grundlagen einer allgemeinen Mannigfaltigkeitslehre (1883) stworzyl
teorie mnogoéci, ktora w sposéb oczywisty glosita istnienie i sensownos$é¢ zbioréw
nieskonczonych. I to réznie nieskonczonych.

Zerwanie jabtka z drzewa wiadomosci dobrego i zlego wygnato ludzi z raju.
Tu bylo podobnie. Sam Cantor z przerazeniem stwierdzil, ze umie udowodni¢
twierdzenia, ktore, jego zdaniem, powinny by¢ nieprawdziwe — na przyktad,
ze odcinek ma tyle samo punktow, co kwadrat, i co szescian. Wpedzito go to
we wzmagajaca sie paranoje, bo tych twierdzen, przeciw ktérym protestowal,
dowodzil coraz wiecej. Ale wywolane przez niego zlo plenilo sie bujnie,

co matematykom przynosilo coraz wiecej kompletnie nienormalnych obiektdw
do kontemplacji i badan, a zwyklych ludzi skazalo na nauke o zbiorach

juz od zeroéwki.

A nie lepiej bylo mieé¢ jedna nieskonczonosé, przyzwoita oo, i nie puszczaé
sie na eksperymenty z réznymi kontinuami, alefami i innymi niestworzonymi
dziwno$ciami?

13



