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Rozwigzanie zadania F 836.

Masa m przelewajacej sie¢ wody zalezy
od wysokosci h, na jakiej znajduje sie
jej powierzchnia nad pozioma krawedzig

tamy, od przyspieszenia ziemskiego g,
gestosci wody d i jest proporcjonalna do
dtugosci tamy L. Mamy:

dm

— x hogﬁdAL.
Poréwnanie wymiaréw lewej i prawej
strony réwnania prowadzi do wniosku, ze
a=3/2, 8=1/2, 6 = 1. Ostatecznie
ilo§¢ wody (jej masa) przelewajaca sie

/2

w jednostce czasu wzroénie k>/? razy.
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Pochwala nieskonczonosci?
Mariusz SKALBA™

A w dsmy dzieri Bog stworzyt liczby pierwsze. I stworzyl ich nieskoniczenie wiele.
I widzial, Ze to bylo dobre. (apokryf z XXI wieku)

1. Niech 7(z) oznacza liczbe liczb pierwszych nie wiekszych od z. Tak wiec
m(x) > 1dlaz > 2 oraz

lim 7(x) = oo,
Tr—00

co udowodnil juz Euklides. Natomiast Czebyszew w polowie XIX wieku wykazal
miedzy innymi, ze

m(2x) —7w(z) > 1 dlaz>1.
Jeszcze wezesniej Legendre udowodnil, ze
(1) im ) g,
r—00 e

I tu zaczyna si¢ nasza historia. Z (1) wynika mianowicie, ze dla kazdego z > 2
istnieje y > x, takie ze
7(0) _ nla)
y x
Czy dla dostatecznie duzych x mozna przyja¢ y = 2z? Gléwnym celem tej notki
jest uzasadnienie odpowiedzi twierdzacej na to pytanie — okaze sie, ze wymaga
to uzycia dos$¢ subtelnych metod. Mamy wiec udowodnié, ze istnieje xy > 0,
takie ze dla x > x¢ zachodzi nieréwnos¢
m(2x)
2x x
lub, co na jedno wychodzi, nier6wnos¢ jej réwnowazna
(2) 7(2z) < 27 (x).
Nieréwnosé¢ (2) mozna wyslowi¢ w ten sposéb:
dla x© > xy w przedziale (0, x| jest wiecej liczb pierwszych niz w przedziale (x,2x].
Pokazemy najpierw, ze (2) nie wynika z nastepujacej popularnej wersji
twierdzenia o liczbach pierwszych

(3)

Na mocy (3) mozemy bowiem napisaé¢

x x
= 2 =
m(x) og s + O(log:v) oraz m(2x)

skad otrzymujemy

()

lim %)
z—o0 z/log x

2x
log 2x

n 2z
© log2x )’
(2log2)z

x
2 —7(2x) = .
m(@) = m(2z) log z(log = + log 2) +O(logz>

Widaé, ze wyraz gléwny moze byé zdominowany przez czton resztowy of...),
a wigc nie mozna wnioskowaé, ze lewa strona jest dodatnia dla dostatecznie
duzych x. Z powyzszego oszacowania wynika ,tylko”, ze
w(2x)
zLoo 27 (x) n

Aby wykazaé (2), trzeba skorzystaé z nastepujacej mocniejszej wersji twierdzenia
T L x
(log x)?

o liczbach pierwszych
T
()
Po prostych rachunkach otrzymujemy stad

(4)
(2log2)x 0((10;;)2)7

mw) = log x

2 —7(2x) =
m(@) = m(2z) log z(log = + log 2)

co daje
27t (x) — w(2x)

W :210g2>0,
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a z tego (2) wynika natychmiast. Obie powyzsze wersje twierdzenia o liczbach
pierwszych (oszacowania (3) oraz (4)) sa wnioskami z twierdzenia o liczbach
pierwszych Hadamarda—de la Vallée-Poussina, udowodnionego przez tych
matematykéw niezaleznie w 1896 roku w postaci

Todt
5 — o o) —cy/log x ,
(5) m(o) = [ o+ OlweeVor)
gdzie ¢ > 0 jest stala absolutna. Rzeczywiscie, dwukrotne catkowanie przez
czescl prowadzi do

/”” dt =z n T L0 T
, logt logz = (logx)? (logz)3 )’

co na mocy (5) i prostej obserwacji
flona x
O —cy/logzy _ O
e =0 oy
prowadzi do (4). Na zakonczenie czesci 1. zauwazmy, ze hipotetyczne
ulepszenie (5)

(6) o) = | JELINPTRE

logt

nie zostalo, pdki co, udowodnione dla zadnego ¢ > 0. Natomiast to, ze (6)
zachodzi dla kazdego § € (O, %), jest rownowazne hipotezie Riemanna, co
udowodnit von Koch w 1901 roku.

2. To, ze wielu interesujacych pytan dotyczacych liczb pierwszych nie mozna by
w ogdble postawié, gdyby bylo ich tylko skonczenie wiele, wykazano powyzej.
Krétko méwiac: analityczna teoria liczb nie miataby racji bytu. W punkcie 2.
pokazemy pokrétee, ze algebraiczna teoria liczb bylaby tez duzo mniej
pasjonujaca. Z ogdlnej teorii pierécieni Dedekinda wynika bowiem, ze jesli

w takim pierscieniu jest tylko skonczenie wiele ideatéw pierwszych, to
obowiazuje w nim twierdzenie o jednoznacznoéci rozktadu. To wygodne
twierdzenie zachodzitoby wiec w szczegdlnosci w pierécieniach cyklotomicznych
Z]wy), ktére sg zbiorami liczb postaci

Ziwp) ={ao + arwp + ... + ap_gwé’*Q lag,a1,...,ap—2 € Z},

gdzie p jest ustalona liczba pierwsza, a wy, = cos(2m/p) + isin(2m/p) jest
pierwiastkiem pierwotnym p-tego stopnia z 1. Juz Kummer udowodnit w potowie
XIX wieku wspaniale, ogélne twierdzenie o réwnaniu Fermata

(7) P +yP 4+ 2P =0,

z ktérego wynika, miedzy innymi, ze w przypadku jednoznacznodci rozkladu
w pierdcieniu Z[w,]|, réwnanie (7) mozliwe jest tylko dla zyz = 0. Tak wiec
historia Wielkiego Twierdzenia Fermata zakornczylaby sie ponad 150 lat temu
i to niezaleznie od tego, jak wielka bylaby rzekomo skonczona moc zbioru
wszystkich liczb pierwszych! Ale na szczedcie (7) jest inaczej: liczb pierwszych
jest nieskonczenie wiele, a najwiekszag liczba pierwsza p, taka, ze w Z[w,]
zachodzi twierdzenie o jednoznacznosci rozkladu, jest p = 19. Kummer,
co prawda, we wspomnianym wyzej wspanialym twierdzeniu zadowala sie
zalozeniem znacznie slabszym niz zalozenie o jednoznacznosci rozkladu: aby
udowodnié, ze réwnanie (7) nie ma nietrywialnych rozwiazan, wystarczy mu
zalozenie, iz tzw. liczba klas idealéw pierdcienia Z[w,] nie jest podzielna przez p.
Warto wspomnieé, ze metoda Kummera opiera sie na nastepujacym rozktadzie
liczby —2zP na czynniki:

p—1

—2P=aP 4y = [[(w+why) dlap>2

k=0
oraz ze na tej drodze nie udalo sie uzyskaé¢ pelnego dowodu Wielkiego
Twierdzenia Fermata! Dowdéd Andrew Wilesa z 1995 r. opiera si¢ na wnikliwym
badaniu konsekwencji istnienia nietrywialnego rozwiazania réwnania (7)
w nowoczesnej teorii krzywych eliptycznych — w ten sposéb uzyskuje sie
upragniona sprzecznosc.
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