Konstrukcja, ktéra zmienita definicje krzywej

Ciag punktéw na plaszczyznie (x,) jest
zbiezny do x wtedy i tylko wtedy, gdy
ciagg ich odleglosci od z, d(z,,, x) jest
zbiezny do zera.

0

Rys. 1. Lamana [; i kwadraty pierwszego
podzialu; ponizej krzywa odwiedzajaca
kwadraty w tej samej kolejnoéci co 1.
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Rys. 2. Lamana [, i kwadraty drugiego
podziatu.
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Na nieskoniczonosci opieraja sie konstrukcje wigkszosci obiektow analizy
matematycznej, cho¢ czesto w niejawny sposéb. Przyjrzyjmy sie choéby
ciaglosci — pojeciu na pierwszy rzut oka z nieskonczonoécia niezwiazanemu.
Mozna powiedzieé, ze funkcja jest ciagla, jesli ,nie rozrywa” dziedziny. Jednak
gdy chcemy ciaglo$¢ wyrazié¢ precyzyjnie, chetnie siegniemy do szufladki

z nieskonczonoscia, by postuzy¢ sie pojeciem zbieznosci i podaé¢ definicje:
funkcja f :[0,1] — R? jest ciggla w punkcie t € [0, 1], jesli lim,, o f(t,) = f(¢)
dla kazdego ciggu (t,,) o wyrazach w [0,1] zbieznego do t.

Powyzszy przyktad pokazuje, ze nieskoniczonosé moze by¢ uzytecznym
narzedziem przy budowaniu Scistych definicji opartych na mniej precyzyjnych
intuicjach. Czasem jednak, przez nieskonczonos¢ wlasnie, rozsadna,
zdawaloby sie, definicja moze okazaé sie nieodpowiednia.

Sprobujmy zdefiniowaé krzywa na plaszczyznie. Definicja powinna obejmowaé
np. wykres funkcji kwadratowej, lamana, czy tor ruchu punktu materialnego.
Chcielibysmy, by krzywa byta obiektem ciaglym i jednowymiarowym, zatem
naturalnie byloby przyjaé, ze krzywa to ciggly obraz odcinka. Taka tez definicje
zaproponowal w XIX wieku Camille Jordan. Okazuje sie jednak, ze tak opisana
klasa nie do konica odpowiada intuicjom zwiazanym z pojeciem krzywej, gdyz
nalezy do niej obiekt o dodatnim polu — istnieje bowiem funkcja ciagla, ktéra
przeksztalca odcinek [0, 1] na kwadrat. Przyklad takiej funkeji jako pierwszy
podal Peano w 1890 roku.

Jak skonstruowac taka nietypowa ,krzywa”? Nalezy odpowiednio dobrac
nieskonczony ciag funkcji ciagltych okreslonych na [0,1]. Obraz kazdej z funkcji
w ciggu jest tamana o skonczonej liczbie odcinkéw, jednak dopuszczenie

do konstrukceji nieskonczonoéci pod postacia przejécia granicznego prowadzi

do funkcji, ktérej obrazem jest peten kwadrat.

Przyjrzyjmy sie dokladniej konstrukeji odpowiedniego ciggu funkcyjnego.

Niech K bedzie kwadratem o boku 1. Kwadrat K dzielimy na 9 przystajacych

kwadratéw, ktére numerujemy od 0 do 8 (kwadrat o numerze ¢ oznaczamy K;),

nastepnie tworzymy lamang [y, ktorej odcinkami sa wybrane przekatne kolejnych

kwadratéw (patrz rys. 1). Funkcja f; : [0,1] — K opisuje polozenie w chwili ¢

punktu poruszajacego sie po tamanej zgodnie z zadanym przez strzatki

na rysunku kierunkiem i stala predkoscia réwna 3v/2. Zanotujmy jeszcze, ze gdy
iitl

t € [, 5], to f1(t) znajduje si¢ w kwadracie K;.

Aby skonstruowaé tamang ls, zastapimy kazdy z odcinkéw tamanej 1y jej
trzykrotnie pomniejszona kopia, w taki sposéb, by poczatek pomniejszonej
lamanej pokrywal si¢ z poczatkiem zastgpowanego odcinka (rys. 2). Nastepny
wyraz naszego ciagu, funkcja fo : [0,1] — K, opisuje polozenie punktu
poruszajacego sie po krzywej ly z predkoscia 9v/2 zgodnie z kierunkiem
wskazanym przez strzatki na rysunku 2. Przyjmijmy, ze wraz z lamana [;
takim samym operacjom (pomniejszenia i odpowiedniego wklejania) podlega
caly rysunek 1. Otrzymujemy w ten sposéb rodzine 81 kwadratéw o boku 1/9,
przy czym kazdemu z nich przypisana jest pewna liczba is € {0,1,2,...,8}.
Kazdemu z kwadratéw nadajemy unikalny ,numer katalogowy” ztozony

z dwoch liczb umozliwiajacych jego odnalezienie: pierwsza liczba jest réwna i1,
jesli kwadrat znajduje si¢ w kwadracie K;,, zas druga, i2, to wspomniana
wezedniej liczba przypisana kwadratowi w wyniku konstrukeji. Kwadrat

o numerze 1,42 bedziemy oznacza¢ przez K;, ;,. Podobnie jak w pierwszym
kroku, obserwujemy, ze jesli t € [% + é—%, % + i29‘§1]7 to fa(t) zawarte jest

w kwadracie K;, ;, C K, .

1,02

Kolejne tamane i funkcje generujemy, powtarzajac powyzsze operacje. Lamana I3
powstaje w wyniku trzykrotnego pomniejszenia tamanej [ i zastapienia nia
w opisany uprzednio sposdéb wszystkich odcinkéw wyjsciowej krzywej 1.
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Dla dowolnego n € N funkcja f, : [0,1] — K opisuje polozenie punktu
poruszajacego sie z predkoscia 3"v/2 po lamanej [, powstalej przez zastgpienie
odcinkéw tamanej [ trzykrotnie pomniejszonymi kopiami tamanej l,,_1.

W kazdym kroku konstrukeji otrzymujemy réwniez rodzine coraz drobniejszych
kwadratéw, ktorym przypisujemy odpowiednie numery katalogowe. W n-tym
kroku konstrukeji dostajemy 9™ kwadratow o boku 37", ktérych numer
katalogowy sklada sie z n cyfr ze zbioru {0, 1,...,8}. Kwadrat o numerze
1,12, ..,1y tatwo odnalezé — wybieramy kwadrat pierwszego podziatu
o numerze i1, wewnatrz ktérego znajdujemy kwadrat drugiego podziatu
z numerem is 1 tak dalej — z kazdym kolejnym indeksem zawezajac obszar
poszukiwan, by w n-tym kroku dotrze¢ do odpowiedniego kwadratu
n-tego podziatu.
Warto zauwazy¢, ze
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skad mozna wywnioskowaé, ze fi(t) € K, 4.4, dla wszystkich k& > n.

Wykazemy, ze tak skonstruowany cigg funkcyjny jest zbiezny, funkcja

2(t) := lim,, o fn(t) ciagla, a kazdy punkt kwadratu jest postaci x(t).
Zacznijmy od dowodu tej ostatniej wlasnosci. Zauwazmy, ze kazdy = € K
mozemy opisaé (niejednoznacznie) jako przeciecie pewnej nieskonczonej rodziny
kwadratéw powstalych w kolejnych krokach konstrukcji. Zatem kazdemu
punktowi x mozemy przypisa¢ nieskonczony numer katalogowy i1,49,...,%p,...;
wowczas ¢ € K; i, dla kazdego k € N. Niech

1,825,
i1 g in
t=—4+ 4.+t
9 92 gn
co oznacza, ze nastepujace po przecinku cyfry rozwiniecia ¢ w systemie
dziewigtkowym to 41,42, ...,1p,.... Pokazemy, ze f,(t) zbiega do punktu z.

Poniewaz t € [%, “3‘1], todlan > 1, f,(t) € K;,; analogicznie, poniewaz

te [% + g—%, % + i29"2'1], todlan > 2, f,(t) € Kj, i,, 1 ogélnie, jesli n > k, to
fnu(t) € Ky, ... in- Zatem dla dowolnego k € N, dla n > k, f,(t) i « naleza do
tego samego kwadratu k-tego podziatu, czyli ich odlegtoéé d(f,,(t),z) < 37*v/2.

W razie potrzeby skoficzone rozwinigcie To dowodzi quanej zbieznosci.
uzupelniamy zerami lub ostatnig niezerowsg
cyfre rozwinigcia zmniejszamy o jeden Powyzsze rozumowanie dowodzi zbieznosci ciagu f,(t) tylko dla wybranych ¢.

i dopisujemy nieskonczenie wiele cyfr 8. Ahyy wykazaé jg dla wszystkich ¢ € [0, 1], wystarczy zauwazy¢, ze kazda
liczbe mozna wyrazi¢ w systemie dziewiatkowym, zatem kazdemu ¢ € [0, 1]
mozemy przypisa¢ punkt z(t) € K o nieskoficzonym indeksie odpowiadajacym
rozwinieciu dziewiatkowemu ¢. Powtarzajac poprzednie rozumowanie,

Czytelnik, ktéremu znane jest pojecie stwierdzamy, ze lim, o fr(t) = 2(t). Pozostaje wykazaé ciaglo$é funkeji x(t).
zbieznosci jednostajnej, z latwoscia
zauwazy, e rozumowanie, ktére Zauwazmy, ze dzigki ciagtosci kazdej z funkcji f,,, dlam € {1,2,...,9" — 1}

przeprowadziliSémy, dowodzi zbieznosci m—1 m+41

obraz przedzialu [ ] nalezy do dwoch sasiadujacych kwadratow

jednostajnej ciagu f,, skad, dzieki . o v 9n .. . O .

ciaglosci funkeji £, wynika ciaglosé n-tego podzialu. Z wczesniejszych obserwacji wynika, ze jesli f,(t) nalezy do

funkeji granicznej . pewnego kwadratu n-tego podziatu, to x(t) réwniez. Wezmy teraz dowolny
ciag (tx) zbiezny do t. Jesli t € (";;1, mg—',tl), to poczawszy od pewnego k

— oznaczmy je przez k, — wszystkie wyrazy ciagu (t;) réwniez naleza do tego
przedziatu, zatem dla k > k,, wszystkie wyrazy ciagu z(t;) naleza do dwéch
sasiadujacych kwadratow n-tego podziatu, przy czym do jednego z nich nalezy
réwniez x(t). Oznacza to, ze dla k > k,, odlegtoéé d(z(ty),=(t)) < 2-37"V/2,
zatem limy_, o z(tr) = x(t), czyli funkcja x : [0,1] — K jest ciagla.

Istnienie krzywych wypelniajacych kwadrat spowodowato koniecznosé
poszukiwania przez matematykéw innych definicji krzywych, lepiej oddajacych
intuicje. Jedna z drég prowadzacych do celu jest zabezpieczenie sie przed
zgubnymi efektami dzialania nieskonczonosci — mozna zastrzec, by krzywa miata
skoniczong dlugosé, zadajac, by funkcja z pierwotnej definicji byla nie tylko
ciagla, ale by nie pozwolita na zbyt szybkie rozciaganie odcinka [0, 1], czyli byla
np. funkcja o ciagtej pochodnej.
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