Kombinatoryka i nieskonczonosé
Wojciech GUZICKI™

Kombinatoryka zajmuje si¢ wlasnosciami zbioréw skonczonych, w szczegdlnosci
zagadnieniem zliczania elementéw takich zbioréw. Czy moze zatem w kombinatoryce
znalez¢ sie miejsce dla nieskonczonosci? Okazuje sie, ze tak — pokaze jedno z takich
zastosowan nieskonczonosci: funkcje tworzace. Zaczne od nastepujacego zadania:

Zadanie. Zaba skacze z kamienia na kamien. Kamienie lezg jeden za drugim

i sa ponumerowane liczbami naturalnymi od zera; zaba startuje z kamienia
zerowego. W jednym skoku potrafi ona przeskoczy¢ z jednego kamienia

na nastepny lub o dwa kamienie dalej. Zaba moze wykonywaé kolejne skoki
réznych dtugosci. Na przyklad, na czwarty kamien moze dostaé sie, skaczac
cztery razy na odleglos¢ jednego kamienia lub skaczac dwa razy, za kazdym
razem na odleglo$¢ dwoch kamieni, lub tez skaczac raz na odlegltosé dwoch
kamieni i dwa razy na odleglo$¢ jednego kamienia. Te ostatnia mozliwos¢ moze
zrealizowaé na trzy sposoby: skok podwdjny moze by¢ pierwszym, drugim lub
trzecim skokiem. Oto mozliwe drogi zaby na czwarty kamien:
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FLacznie ma wiec pie¢ réznych sposobéw dostania sie na czwarty kamien. A ile
istnieje sposobow dostania sie na n-ty kamien?

Oznaczmy przez F,, liczbe drég zaby na n-ty kamien. Oczywiscie, F} = 1.
Na kamien z numerem 1 zaba moze bowiem dostaé sie tylko w jeden sposob —
ma wykonac jeden pojedynczy skok:
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Nastepnie F» = 2. Na kamienn z numerem 2 zaba moze dostaé¢ sie¢ dwoma
sposobami — wykonaé¢ dwa skoki pojedyncze lub jeden podwdjny:
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Zobaczmy teraz, na ile sposobéw zaba moze sie dosta¢ na kamien o numerze

n + 2. Ma ona F,, r6znych drog na kamien o numerze n i F, 1 drog

na kamien o numerze n + 1. Poniewaz ostatni skok zaby jest skokiem
podwdéjnym z kamienia o numerze n lub pojedynczym z kamienia o numerze

n + 1, wiec tacznie istnieje F,, + F,,41 drég zaby na kamien n + 2. A wiec

Foyo = Fy1 + F,. Zatem na trzeci kamien zaba moze dostac¢ signa 142 =3
sposoby, na czwarty na 2 + 3 = 5 sposobow i tak dalej. Zauwazmy, ze jesli
przyjmiemy Fy =1 (co jest calkiem naturalne: istnieje jeden sposob dostania sie
na kamiefi o numerze 0, mianowicie nie robié¢ nic), to okaze sie, ze Fy = Fy + F.

“Instytut Matematyki, Wydaziat Zatem ciag (F,) jest okreslony wzorami
Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Uniwersytet Warszawski F() = ]., Fl = 1, Fn+2 = Fn+1 + Fn dla n > 0.



Rozwigzanie zadania M 1390.
Bez utraty ogdélnosci mozemy zalozyé, ze
XPAB < ¥xPAC. Odbijmy symetrycznie
P wzgledem dwusiecznej kata A,
otrzymujac punkt Q. Niech PQ przecina

AB i AC odpowiednio w punktach R i S.

Oczywiscie
XPAC — XPAB = XPAQ
oraz
XPBC — XPCB = XxQCB — xPCB =
= XPCQ.
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Wykazemy teraz, ze XPAQ > XPCQ.
Rozwazmy obraz A’ punktu A przy
symetrii wzgledem RS. Zauwazmy,

ze punkt C' lezy na zewnatrz okregu
opisanego na tréjkacie rownobocznym
A’RS, gdyz XRCS < xBCS = 60°.
W szczegoblnosei, punkt C' lezy

na zewnatrz okregu opisanego na
trojkacie A’ PQ, gdyz ten okrag

lezy wewnatrz poprzedniego. Stad
XPCQ < XPA'Q.

Ten ciag jest dobrze znany w matematyce: jest to tzw. ciag Fibonacciego.
Powyzszy wzér definiujacy ten ciag jest wzorem rekurencyjnym: kolejny wyraz
ciagu nie jest zdefiniowany wzorem uzalezniajacym ten wyraz od indeksu n, ale
w zaleznosci od wyrazéw poprzednich. Powstaje pytanie, czy mozemy znalezé
wzér ogblny, zalezny tylko od n. Jedna z metod otrzymywania wzoréw ogdlnych
korzysta z tzw. funkcji tworzacych.

Definiujemy funkcje tworzaca dla ciagu Fibonacciego wzorem
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Otrzymalismy réwnanie
F(z) =14 zF(z) + 2?F(x),

z ktorego dostajemy wzor na F'(x):
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Teraz otrzymana funkcje tworzaca rozwijamy w szereg potegowy. W tym celu
rozktadamy utamek

F(z) =

1
1—x—2a2
na tzw. utamki proste. Szczegoly obliczen pomineg tutaj; Czytelnik moze si¢
natomiast latwo przekonaé¢ (dodajac ulamki), ze

gdzie
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Korzystamy teraz ze znanego wzoru na sume nieskonczonego szeregu
geometrycznego. Mianowicie dla dowolnej liczby v i takiej liczby x, ze |ya| < 1,
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Stad dostajemy rozwiniecie funkcji F(x) w szereg potegowy
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Poréwnujac wspolczynniki przy kolejnych pot@gach z, dostaJemy nast@pujqcy
wzOr ogolny:
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Ten wzor jest nazywany wzorem Bineta.

Zauwazmy, ze w tej metodzie otrzymywania wzoru ogdlnego konieczne bylo
rozwijanie funkcji w nieskoniczony szereg potegowy. Tak wiec nieskonczonosé
zostala uzyta nie tylko w znaczeniu potencjalnym (wzér obowiazuje dla kazdej,
dowolnie duzej, ale skoficzonej liczby n), ale w znaczeniu aktualnym: mamy

do czynienia z rzeczywiscie nieskoniczonym szeregiem potegowym.
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