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Czesto pojawiajace sie w matematyce zadanie polega na skonstruowaniu funkeji

f: A — B, spelniajacej pewne warunki. Miedzy innymi mozemy chcieé¢, aby
funkcja ta byta réznowartosciowa i ,na”’, co gdyby mialo miejsce, oznaczaloby
rownoliczno$é zbioréw A i B. Punktem wyj$cia bywa inna funkcja g, ktéra
potrzebnych warunkéw nie spelnia, ale wystarczy ja tylko troche zmienié.

Przypu$émy, ze mamy taka funkcje g, dla ktoérej istnieje tylko jedna para
elementéw x1 # xo € A, taka ze g(x1) = g(x2). Wtedy mozemy wybraé
ya £ y1 = g(x1) 1 przyjaé f(x1) =y1 1 f(xg) = yo. Jedli istnieje x3 & {x1, 22},

1 takie ze g(x3) = y2, to wybieramy ys € B\ {y1,y2} 1 przyjmujemy f(z3) = ys,

itd. Przyjecie wartosci f dla pewnego zj ,straca” przywiazanie elementu xyy

do elementu yg, bedacego wartoscia funkcji g. Nazwiemy to kaskada.

Najprostszym zastosowaniem przedstawionego wyzej
sposobu jest udowodnienie, ze odcinki [0, 1] 1 (0, 1] maja
tyle samo punktéw. Zaczynajac od funkcji g, takiej ze
9(0) =1 oraz g(x) = x dla kazdego x > 0, okreslamy
funkcje f, taka ze dla kazdego xy = 1/k, gdzie

k jest liczba naturalna, przyjmujemy f(zy) = g1,

a dla kazdego x € [0, 1], ktére nie jest tej postaci,
prayjmujemy f(z) = g(x).

Uzyjemy metody kaskadowej do udowodnienia
twierdzenia Halla, znanego tez pod nazwa twierdzenia
o malzenstwach. Najpierw przypomnijmy problem.

Mamy dane dwa zbiory skonczone C'i D, ktérych
elementy mozemy wyobrazié¢ sobie jako chtopcow

i dziewczyny. Mamy wyswataé chtopcow, przy czym
kazdy z nich ma okreslony zbiér kandydatek na zoneg
(upraszezajac, powiemy, ze je zna), bedacy podzbiorem
zbioru D. Zone, oczywiscie, mozna mie¢ tylko jedna,
podobnie zadna dziewczyna nie moze mieé wigcej

niz jednego meza. Potrzebna jest zatem funkcja
roznowartoéciowa f:C' — D, taka ze kazdy chlopiec x
zna dziewczyne f(z). Taka funkcje f nazywamy
skojarzeniem o licznosci réwnej liczbie chtopcéw n.

Znajdowanie skojarzenia jest oczywiscie problemem
grafowym; mamy tu graf dwudzielny, ktérego kazda
krawedz laczy chlopca i dziewczyne, ktorzy sie

znaja. Skojarzenie mozna utozsami¢ z odpowiednim
podzbiorem krawedzi. Twierdzenie Halla méwi, ze
skojarzenie o liczno$ci n istnieje (czyli wszystkich
chlopcéw mozna wyswatad) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdego k < n, k dowolnie wybranych chtopcéw zna
w sumie co najmniej k dziewczyn.

Konieczno$é tego warunku (oznaczymy go (x)) dla
istnienia skojarzenia o licznosci n jest oczywista (kto
nie jest tego pewny, moze przypomni sobie o zasadzie
szufladkowej Dirichleta). Udowodnimy, ze warunek (x)
jest wystarczajacy, uzywajac indukcji.

Jedli n =1 i chlopiec zna co najmniej jedna dziewczyne,
to mozna go wyswataé. Przypusémy zatem, ze n > 1

i twierdzenie jest prawdziwe dla n — 1 chlopcow,

a ponadto dla ustalonego zbioru n chtopcéw
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warunek () jest spelniony. Tym bardziej jest on
spelniony, jesli pominiemy jednego (dowolnego) chlopca.
Mozemy wiec znalezé dziewczyny dla pozostatych

n — 1 chlopcéw. Pary na razie zareczamy (zareczyny,
jesli trzeba, bedzie mozna zerwad). Sprébujemy

teraz wyswatacé n-tego chlopca; utworzymy z niego
zbidér jednoelementowy Cy. Niech Dy oznacza zbidér

tych dziewczyn, ktére n-ty chlopiec zna. Zbiér D;

jest niepusty z uwagi na warunek (x). Jesli jedna

z tych dziewczyn nie ma narzeczonego, to mozemy

ja zareczy¢ z n-tym chlopcem. W przeciwnym

razie niech C oznacza zbidr chlopcow zareczonych

z dziewczynami z Di. Niech teraz Dy oznacza zbiér tych
dziewczyn, ktore znaja chlopcow ze zbioru Cq, ale nie sa
z nimi zareczone.

Jedli ktoras z nich nie ma narzeczonego, to mozemy
znalezé w C7 chlopca, ktéry ja zna, odwolaé jego
dotychczasowe zareczyny i zareczy¢ z ta dziewczyna.
Wtedy w zbiorze Dy pojawia si¢ dziewczyna
niezareczona, ktora mozna zareczy¢ z n-tym chlopcem.

W przeciwnym razie kolejne zbiory C; (chlopcéw
zareczonych z dziewczynami z D;) oraz D,y
(dziewczyn, ktore znaja chlopcéw z C;, ale nie sa z nimi
zareczone) mozemy okresla¢ podobnie. Jest jasne, ze
dla kazdego i zbiory C; i D; sa réwnoliczne. Jesli
dla pewnego ¢ w zbiorze D, znajdzie si¢ niezareczona
dziewczyna, to zaczynajac od niej, mozemy utworzy¢
kaskade. Zrywamy zareczyny chlopca z C;_1, ktory
ja zna, i z nim ja zareczamy, a jego dotychczasowa
narzeczona z D; 1 zostanie nowa narzeczona chlopca
Z CZ‘,Q, itd.

Jesli nie mozemy znalezé niezareczonej dziewczyny, to
okreslamy kolejne zbiory chtopcow i dziewczyn, ale ten
proces musi si¢ zakonczy¢; chtopcow jest skonczenie
wielu, a wigc dla pewnego i otrzymamy D; = C; = ().
Wtedy nie mozemy wszystkich chlopcow wyswataé, ale
to oznacza, ze istnieje zbiér chlopcéw CoU ... UC;_q,
dla ktoérego zbiér znanych im dziewczyn D U...U D;_4
ma o przynajmniej jedna dziewczyne mniej. No i juz.
Cho¢ zapewne dzialalno$é¢ prawdziwego biura
matrymonialnego jest znacznie bardziej skomplikowana.



