@

Rozwigzanie zadania M 1391.
Zastosujemy metode tzw. nieskornczonego
schodzenia (zob. L. Kurlyandchik, Zlote
rybki w oceanie matematyki, TUTOR
2005).

Przypusémy przeciwnie, ze xo, Yo, 20

to liczby calkowite dodatnie, takie ze

Lﬁ + l/g + Zg = 2x0Yyozo. Poniewaz
prawa strona jest liczbg parzysta, to
dokladnie dwie z liczb g, yo, 20 sa
nieparzyste lub zadna nieparzysta

nie jest. Pierwszy przypadek nie moze
mie¢ miejsca, gdyz wéwczas lewa

strona przy dzieleniu przez 4 daltaby
reszte¢ 2, zas prawa 0. Dlatego o = 2z,
Yo = 2y1, zo = 2z1 dla pewnych liczb
catkowitych dodatnich x1,y1, 21,
mniejszych od zg, yo, zo odpowiednio.

Po wstawieniu do réwnania otrzymujemy
zaleznosé If + yf + zf =4dz1y121.
Powtarzajac cate rozumowanie, dostajemy
malejace ciagi liczb catkowitych
dodatnich (z4,), (yn), (zn), Przy czym

22 +y2 422 =2" e,y 2z, > 27T

co jest niemozliwe.

\

Konsekwencjg tak pojetego aktualizmu
byloby tez odrzucenie reguty odrywania,
czyli najbardziej podstawowej regutly
wnioskowania, wyodrebnionej juz

w Sredniowieczu reguly modus ponens:
Jezeli prawdziwe jest zdanie o oraz
prawdziwa jest implikacja (o to 3), to
prawdziwe jest tez zdanie 3.

Mozna sobie przeciez wyobrazié, ze
dlugosé dowodu formuty «, jak i dtugosé
dowodu implikacji (« to 3), sa
dostepnymi liczbami naturalnymi, a ich
suma juz nie.
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Czy nieskonczonos¢ JEST?
Michal SZUREK ™

Waclaw Sierpinski polecil, by na jego grobie wyryto napis Badacz nieskoriczonosci.
André Weil, matematyk francuski, 1906-1998, zalozyciel i faktyczny lider

tzw. grupy Bourbaki, a wiec grupy odpowiedzialnej za wprowadzenie do szkot

na calym $wiecie ,,nowej matematyki” lat siedemdziesiatych, powiedzial, ze gdyby
kto$ chcial mie¢ jednozdaniowa definicje matematyki, to nalezaloby powiedzieé,
ze jest to nauka o nieskonczonosci. Wyrazil tym zgodna opinie, dominujaca

co najmniej przez trzy czwarte poprzedniego stulecia.

Matematycy lubia zbiory nieskoniczone do tego stopnia, ze wyrdzniaja zbiory
mniej i bardziej nieskonczone. Oto prosta konstrukcja myslowa. Dla danego
zbioru X utwérzmy zbiér jego podzbioréw, P(X). Na przyklad dla X = {1,2,3}
mamy osiem podzbioréw: pusty, {1}, {2}, {3}, {1,2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}.
Gdy X jest zbiorem skoficzonym o n elementach, to P(X) ma az 2" elementéw.
Matematycy robia z tego twierdzenie: nie ma odpowiedniodci (tj. funkeji)
wzajemnie jednoznacznej miedzy elementami zbioru a wszystkimi jego
podzbiorami i fakt, ze 3 jest mniejsze od 8, uogdlniaja tak, by dal sie zastosowaé
do dowolnych zbioréw. Podzbioréw jest ,bardzo wiecej” niz elementow.

To twierdzenie dobrze dziala na dusze matematykéw — pokazuje im (tzn. nam)
nieskonczong liczbe pieter nieskonczonosci, coraz obfitszych, coraz ttustszych,
nie tak, jak chudziutkie N, oznaczajace najprostsza nieskonczono$é — te, ktéra
jest udzialem ciggu liczb naturalnych 1,2,3,4,5, ...

Roéwnie cieplo myslimy o dowodzie, ze liczb pierwszych jest nieskonczenie wiele.
Przypomne. Gdyby liczb pierwszych bylo skoniczenie wiele, to ich iloczyn,
powiekszony o jedynke, bylby... nowa liczba pierwsza, albo przynajmniej przez
jakas nowa liczbe pierwsza by sie dzielil.

W roku 2012 mialem semestralny wyklad o matematyce dla wybranych
studentéow Instytutu Kultury Polskiej Uniwersytetu Warszawskiego. Instytut
ma ambicje przyciagania najlepszych studentow, ksztalcacych sie w kierunkach
humanistycznych. Nikt z nich, ale dostownie nikt, nie zrozumial tego dowodu
nieskonczonoéci zbioru liczb pierwszych, nie pojal, o co chodzi w tym przeciez
pigknym rozumowaniu. Bodaj najlepszy ze studentow, germanista, powiedzial
szczerze: Kazde ogniwo wnioskowania rozumiem, ale w caly dowdd nie wierze.
Nie rozumiem, jak czegos moze BYC nieskoticzenie wiele.

Poza problemem ontologicznym podnosil tez pragmatyczny — przeciez liczby
w rodzaju 75295728956265922905722202572957 to nie jest rzeczywistosé,

to jeno nieodpowiedzialne konstrukcje myslowe, wiec moze jesli nawet czego$
tam jest nieskonczenie wiele, to te dalekie obiekty nie maja juz znaczenia,
mozna je zaniedbaé.

Z refleksji nad tym, ze bardzo wielkie liczby jawig nam si¢ jako nieco inne

twory, pojawita si¢ idea rozwazania matematyki opartej na naszych aktualnych
mozliwosciach poznawczych. W tej teorii operacje arytmetyczne nie sa zawsze
okreslone, bardzo wielkie liczby sa ,naturalne”; ale nie mozna ich interpretowac
jako zbidr jednostek (kropek, kresek, punktéw, misiéw pluszowych i tak dalej).
Ponadto w zbiorze liczb ,naturalnych” moga by¢ ,luki” — nie wszystkie napisy to
yhaturalnie istniejace” liczby. Taki kierunek w podstawach matematyki nazywany
jest aktualizmem. Zdecydowane préoby stworzenia takiej matematyki podjat w latach
szesédziesiatych dwudziestego wieku Aleksandr Siergiejewicz Jesienin-Wolpin.
Podwazyl on tak niewzruszone prawdy matematyczne, jak na przyktad to,

ze operacje ,dodaj jeden” mozna stosowac¢ nieskonczona liczbe razy. Wszyscy
bowiem wiemy, ze nastepujace rozumowanie jest teoretycznie poprawne, ale. ..
nic z tego nie wynika. Mianowicie mozna bez odpoczynku dojsé piechota z Lizbony
do Bialegostoku. Dowdd: pierwszy krok oczywiscie tatwo postawié¢. Jezeli jednak
postawie juz dowolna liczbe krokéw, to jeszcze jeden maly kroczek na pewno
bede w stanie postawi¢. Tego typu rozumowania wlasnie prébowal zanegowaé
Jesienin-Wolpin. Kiedys nie zdotamy tego kroku postawic.
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Teoria Jesienina-Wolpina jest, owszem, ambitna prébg intelektualng, a jednak
nie mamy watpliwosci, ze jest udziwniona. Czy nie lepiej, np. zbierajac grzyby,
wierzy¢, ze ZAWSZE znajdzie si¢ nastepny? Taka koncepcje nieustannego
stawania sie nazywamy nieskoniczonoscia potencjalna.

A przeciez nieskonczono$ci uzywamy tez praktycznie, wierzac, ze choéby woda
N ma strukture ciaglta (bo inaczej, jak ptywaé?), mimo iz medrcy wmawiaja nam,
\ ze to zbiorowisko oddzielnych czastek.

/ Nasze zmysly nie sg cyfrowe, sa analogowe — a zatem dopuszczaja nieskonczona
ilo$¢ stanéw. Bez pojecia nieskonczonoéci bylibysmy tak bezbronni jak. . .

\/ komputery bez systemu operacyjnego, jak dzieci we mgle.

Nieskonczono$é. Coz za pojecie! Si non é vero, é ben trovato. Jesli to nawet
nie jest prawdziwe, to jednak dobrze wymyslone.

Tak, jak i cala matematyka. ..

Czy nieskonczonos$é jest potrzebna?

Dla mnie odpowiedz nie jest oczywista. W pierwszej
chwili pomyslalem, ze nie jest potrzebna, ale to bylo
sprowokowane samym pytaniem.

Potem zaczalem szukaé argumentéow za
nieskonczonoscia. W teorii liczb szukamy nieskonczenie
wielu liczb pierwszych blizniaczych. W analizie méwimy
o ciagach zbieznych. Wiele twierdzen o istnieniu jest
prawdziwych tylko w przestrzeniach zupelnych, ktore
trudno zdefiniowa¢ bez nieskonczonosci.

Ale co by bytlo, gdyby ngeskoﬁczonoéc’ zamieni¢ na jakas
duza liczbe, np. oo = 9% ?

Przeciez w obserwowalnym wszech$wiecie jest tylko
skonczona liczba atomoéw. Na prostej jest ,fizycznie”
tylko skoficzona ilos¢ punktéw. Rachunki robione

za pomoca komputeréw sa skonczone, dalekie od powyzszej
nieskonczono$ci, a coraz czesciej sie na nich opieramy.

Jedli chcemy co$ udowodnié dla tak duzych liczb,
musimy nadal korzysta¢ z indukcji matematycznej.

W topologii bardzo wiele probleméw sprowadza sie do
obiektow kawaltkami liniowych, ktore sa okreslone przez
skonczong ilo$¢ danych.

W koncu sktaniam si¢ ku stwierdzeniu, ze nieskoniczonosé
nie jest bardzo wazna, ale nie wypedzalbym jej catkowicie,
datbym jej zy¢ na uboczu, choéby ze wzgledu na teorie
zbioréw, ktora bez nieskonczonosci i bez réznych mocy

i porzadkow strasznie by zubozala. Tez najrézniejsze
kontrprzyktady, ktore pozwalaja lepiej zrozumie¢
matematyke, sa bardzo czesto oparte na nieskonczonosci.

Mniej wiecej tak napisatbym poét roku temu. Moze
dodatbym jeszcze kilka przyktadéw za i przeciw
nieskonczonoéci. Ale p6l roku temu zaczatem
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zajmowac sie problemem $redniowalnosei (amenability)
dla niektorych grup skonczenie generowanych.

Prébuje rozstrzygnaé, czy dla danej grupy G istnieje
miara skonczona, skonczenie addytywna, ktéra jest
okreslona dla wszystkich podzbioréw grupy G i jest
niezmiennicza ze wzgledu na przesuniecia z lewej
strony (to znaczy gdy mnozymy wszystkie elementy
podzbioru A z lewej strony przez dowolny ustalony
element grupy G, to miara nowego zbioru jest taka jak
miara zbioru A).

Dla grup skonczonych wystarczy wziaé¢ ilosé
element6w |A| zbioru A jako jego miare.

Dla grup nieskonczonych, na przyktad dla Z, problem
jest trudny. Dla Z byloby naturalne wzia¢ gestosé
zbioru A, to znaczy lim %, ale nie kazdy

zbiér ma gestosé, granica moze nie istnie¢, a gérna
granica nie jest addytywna. Zeby udowodnié¢ istnienie
takiej miary na Z, musimy korzysta¢ z ultrafiltréow,
w szczegdlnodci z lematu Zorna—Kuratowskiego.

Zafascynowal mnie ten problem (cho¢ jest on dosy¢
daleki od tego, czym sie zwykle zajmuje) i wielu innych
matematykow zajmuje si¢ tym problemem od wielu lat,
a bez nieskoniczonosci problem by nie istniat.

Oczywiscie, mozna zapytac¢, po co zajmowac sie

takim problemem? Wtedy zycie nieskonczonosci znéw
zawistoby na wlosku. Ale ja nie rozwazam pytania, czy
nieskonczonosé potrzebna jest ,zwyklym ludziom”, tylko
czy potrzebna jest matematykom, na przyktad mnie. Dla
matematyka fascynacja problemem jest bardzo dobrym
powodem, zeby si¢ nim zajmowac. Wiec glosuje TAK:

nieskonczonos¢ jest potrzebna.



