Stowarzyszenie na rzecz Edukacji Matematycznej
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Do zawodoéw II stopnia VIII Olimpiady
Matematycznej Gimnazjalistéw zostato
zakwalifikowanych 1216 uczniéw.

Przytoczone zadanie 2 rozwiazato niezbyt

wielu uczestnikéw! Tylko 45 z nich
uzyskalo maksymalng ocen¢ 6 punktéw,

48 — 5 punktéw, 8 — 2 punkty, zas az 986

otrzymalo 0 punktow.

Istnieja tréojkaty, w ktorych nie tylko
boki i wysokosci, lecz takze odcinki
dwusiecznych, zawarte w ich wnetrzu,
majg dlugoéci catkowite. Na przyklad
tréjkat réwnoramienny o podstawie
13 650 i ramionach po 24 375 ma
wysokos¢ 23 400 i dwie po 13 104
oraz odcinek dwusiecznej 23 400

(nic dziwnego, bo to wysoko$¢) i dwa
po 14 000. Nie wiadomo jednak, czy
istnieje trojkat, ktéry na dodatek
mialby jeszcze §rodkowe catkowitej
dtugodci. Pytanie o jego istnienie
postawil 300 lat temu Leonhard Euler.
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Na zawodach II stopnia VIII OMG, ktore odbyly sie 5 stycznia 2013, jedno
z zadan bylo nastepujace.

Zadanie 2. Czy istnieje taki trojkat ostrokgtny, w ktorym dlugo$ci wszystkich
bokow i wszystkich wysoko$ci sq liczbami calkowitymi? OdpowiedZ uzasadnij.

Odpowiedz jest pozytywna, a rozwiazujacy podawali (i uzasadniali), ze warunki
spelnia np. tréjkat réwnoramienny o dlugosci podstawy 30 i ramion po 25. Wtedy
wysokos¢ opuszczona na podstawe ma diugo$é 20, a na kazde z ramion po 24.
Zwykle dochodzono do tego, odbijajac symetrycznie trojkat prostokatny o bokach
dhugosci 3, 4 1 5 wzgledem dhuzszej przyprostokatnej. Otrzymuje sie wtedy trojkat
réwnoramienny o dlugosci podstawy 6 i ramion po 5, a wysokosci, odpowiednio,
4 i dwie po %. Kat przy podstawie jest, oczywiscie, ostry, a kat miedzy ramionami
jest mniejszy niz 2 x 45° = 90°, gdyz jest réwny podwojonemu mniejszemu katowi
w tréjkacie prostokatnym (lezy naprzeciw kroétszej przyprostokatnej). Jest to
zatem trojkat ostrokatny, w ktérym zadane dlugodci sa liczbami wymiernymi.
Wystarczalo teraz powigkszyé go pieciokrotnie (jednokladnie wzgledem ktéregos
wierzchotka w skali 5 : 1), aby otrzymaé odpowiedz.

Analizujac powyzszy przyklad, widzimy, ze istotne bylo w nim znalezienie takiego
tréjkata ostrokatnego, w ktérym zadane dlugosci sa liczbami wymiernymi i do tego
postuzyl tréjkat prostokatny o bokach dlugosci 3, 41 5. Jest to najmniejszy trojkat
prostokatny, ktérego dlugosci bokéw x, y i z tworza tzw. tréjke pitagorejska
(x,y,2), czyli sa liczbami naturalnymi spelniajacymi réwnanie

x2—|—y2222.

Roéwnanie to ma nieskoniczenie wiele rozwiazan, a wszystkie trojki pitagorejskie
wyrazajg sie wzorami

(k|n? — m?|, 2knm, k(n? +m?)),
gdzie k, n i m (n # m) sa liczbami naturalnymi. Przypomnijmy tez, ze w tréjce
pitagorejskiej musi by¢ x # v, gdyz /2 jest liczbg niewymierna.

Powstaje pytanie, czy dla dowolnej trojki pitagorejskiej (x,y, z) analogiczna
konstrukcja prowadzi do tréjkata ostrokatnego o wymaganych w zadaniu
wtasnosciach. Odpowiedz tez jest pozytywna. Zalézmy, ze y > x i odbijmy
symetrycznie tréjkat prostokatny o bokach dlugosci z, y i z wzgledem dluzszej
przyprostokatnej. Wtedy otrzymuje sie tréjkat réwnoramienny o podstawie
dlugosci 2x 1 ramion po z. Pole tego trojkata wynosi % -2z -y = xy, zatem
wysokosci maja dlugosci, odpowiednio, y i 29”73’ Uzasadnienie, ze jest to trojkat
ostrokatny, jest analogiczne. Wystarczy teraz powiekszy¢ ten tréjkat z razy, aby
otrzymaé pozytywna odpowiedz.

Trudniejsza jest sprawa, gdy pytamy o trojkat ostrokatny o zadanych w zadaniu
wlasnosciach, ale niekoniecznie réwnoramienny. W tym przypadku odpowiedz
tez jest pozytywna, a poszukiwanie trojkata o zadanych wlasnosciach réwniez
opiera sie na opisanym wyzej motywie. Wezmy dwie rézne tréjki pitagorejskie
(x,y,2) i (a,b,c) i niech y > x oraz b > a. Rozwazmy trdjkaty prostokatne
CAD i CDB o bokach dlugosci: |[AD| = b |CA| = z, |DB| = §, |[BC| = § oraz
|CD| =1, gdzie C'D jest w nich wspdlna, dluzsza z przyprostokatnych.

Zauwazmy, ze w tréjkacie ABC boki maja dlugosci: [AB| = ¢ + ¢, [CB| = £
i |[AC| = §. Pole tego trojkata wynosi %(% + %) = xb%;”. Wysokosci maja
dtugosci, odpowiednio,

zb+ay

b+ a b+ a
hap =1, hcp= ?bf = 2 Y oraz hca = 2{’3 i y’
3y z 35 ¢y

sg wiec liczbami wymiernymi. Zatem w trojkacie ABC dlugosci wszystkich
bokéw 1 wysokosci sa wymierne. Powigkszajac wiec go beyz razy (jednokladnie
wzgledem ktérego$ wierzchotka), otrzymujemy tréjkat o zadanych wlasnosciach.
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