Tekst ten dedykuje pamieci Profesora
Friedricha Bachmanna, ktérego poparcia
mialem zaszczyt doswiadczyd.

Rozwigzanie zadania F 833.
Dtugosé A fali generowanego dzwigku
jest proporcjonalna do dlugosci L
piszczalki (wspoélezynnik zalezy od

rodzaju piszczalki i nie zalezy od rodzaju

wypelniajacego ja gazu), z definicji:

c = Af, a wigc czestotliwosé f dzwigku
danej piszczaltki jest proporcjonalna do
predkosci dzwieku w wypelniajacym
ja gazie. Powietrze to w ponad 99%
mieszanina dwuatomowych czasteczek
azotu (N2) i tlenu (O2) o wypadkowej
masie molowej up = 28,84 g/mol.
Czasteczki helu, gazu szlachetnego,

sg jednoatomowe: ppe = 4,00 g/mol.
Jak wiadomo, stosunek ¢, /cy

dla gazu jednoatomowego wynosi

w przyblizeniu 5/3, a dla gazu
dwuatomowego 7/5. Po podstawieniu
tych danych otrzymujemy

_ [2884-5/3
o=\ To0 775 = 23

a wigc poszukiwana czestotliwosé
f ~ 1289 Hz.
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Rys. 1. Oba przeksztalcenia to symetrie
z poslizgiem (czyli zlozenia symetrii

z przesunieciem o wektor rownolegly do
jej osi). Ze przesuniecia sa przeciwne,

latwo zauwazy¢ piszac mlk = lkm = Ilmk.

Jesli to obustronnie pomnozymy przez k
(i k zniknie), to otrzymamy ml = Ilm,
czyli dwa przeciwne przesunigcia.

Marek KORDOS

Stowa, ktorymi bedziemy sie¢ zajmowali, beda napisami zlozonymi z liter jednego
lub kilku zbioréw (na poczatek przyjmijmy, ze zbiory sa dwa — jeden zawiera
male litery lacinskie, a drugi duze) o tej wlasnosci, ze dwie jednakowe litery
umieszczone po kolei beda znikaly. Napis, w ktérym wszystko zniklo (czasem

i taki jest potrzebny), bedzie oznaczany 1.

Stowa, stowa, stowa...

Przyklad. Zbior jest jeden, a litery sa dwie: a i b. Wprowadzamy dodatkowy
warunek abab = 1. Co opisuja te stowa?

Algebraik odpowie: to grupa Kleina, czteroelementowa grupa niecykliczna.
Geometra stwierdzi, ze to grupa izometrii wtasnych prostokata, czyli sposobdw
potozenia banknotu na jego obrysie.

Stowo grupa jest dobrze dobrane do naszych stéw. Faktycznie, dopisywanie
jednego do drugiego mozna traktowaé¢ jak dzialanie (bedziemy o nim méwié:
mnozenie). Elementem neutralnym jest wtedy 1, a elementem przeciwnym

do ajas .. .ay, jest anan_1...a1. Lacznosé dopisywania nie wymaga uzasadnien.
Zatem nasze stowa przy dowolnym wyborze zbioréw liter tworza grupe.

W tej terminologii wszystkie litery sa inwolucjami (czyli sa odwrotne do siebie)
i dlatego takie grupy nazywaja sie inwolutywne.

Grupy takie moga sie r6zni¢ nie tylko zbiorami liter, ale tez dodatkowymi
warunkami pozwalajacymi (jak w powyzszym przykladzie) skracaé stowa.

Fanaberia Leibniza, czyli motywacja historyczna

Gottfried Friedrich Wilhelm Leibniz (1646-1716) ogromna wage przywiazywal
do jezyka, w jakim formuluje si¢ prawa kazdej z dyscyplin nauki — twierdzil, ze
kazda dyscyplina powinna mieé¢ wlasny. W szczegdlnodci twierdzil, ze geometria
analityczna to odrazajaca hybryda: do geometrii uzywa sie jezyka algebry.

W geometrii mozna liczy¢, ale na obiektach geometrycznych — twierdzit.

Nikt nie bral tego postulatu powaznie, az pod koniec XIX wieku Juhasson Hjelmslev
(1873-1950) stwierdzil, ze mozna rachowaé¢ na podprzestrzeniach, utozsamiajac je
z symetriami wzgledem tych podprzestrzeni. Przyjrzyjmy sie temu na plaszczyznie.

Co dla réznych prostych k il oznacza napis kl = [k? Chwila namystu pozwoli
nam zauwazy¢, ze ztozenie dwéch symetrii osiowych to przesuniecie (ale wtedy
obie strony oznaczalyby przesuniecia w przeciwnych kierunkach) lub obrét.
Zatem rozwazana rownosé to stwierdzenie, ze dwa obroty o ten sam kat, ale

o przeciwnym zwrocie, sg rowne: co to za kat? Oczywiscie, kat potpelny! Zatem
proste musza tworzy¢ kat o polowe mniejszy, czyli sa prostopadte.

Proste spelniajace podany warunek maja jeszcze i te wlasno$é, ze dla pewnego
punktu P (nie ukrywajmy — punktu ich przecigcia) mamy réwnosé kl = lk = P,
bo przeciez obrét o kat poélpelny to symetria wzgledem srodka obrotu.

Co wobec tego oznacza napis mA = Am? Spdjrzmy na rysunek 1. Dobierajac
proste k i [ tak, by bylo km = mk oraz kl = [k = A, otrzymujemy mlk = klm,

a wiec prawa strona badanej réwnosci to zlozenie symetrii wzgledem k

z przesunieciem o wektor 2A—B), podczas gdy lewa to ztozenie przesuniecia o 2BA
z symetria wzgledem k. To jest to samo tylko wtedy, gdy A = B, czyli badany
napis oznacza, ze A lezy na m.

Mozna by zatem — wobec tych obserwacji — podejrzewaé, ze za pomoca
wprowadzonych na poczatku sléw potrafimy w szczegdlnosci opisaé geometrie
plaszczyzny. 1 tak jest w istocie.

Koniczac dygresje historyczna, wypada powiedzieé, ze kluczowym pojeciem
pozwalajacym na zrealizowanie fanaberii Leibniza bylo wyrdznienie zbioru
liter przemiennych z dana litera — [k] oznacza¢ bedzie dalej zbidr liter
przemiennych z k. To pojecie wprowadzil i zastosowal Arnold Schmidt
(1902-1967), a sprawe doprowadzil do konca Friedrich Bachmann (1909-1982).
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Rozwigzanie zadania M 1389.
Przyjmijmy oznaczenie ¢y ... ¢, dla
lO”71(:1 + 10”72(,'2 + ...+ 10¢cn—1 + cn-
Zauwazmy, ze

a1y = bibs . 4.bn/1()n =+
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Rozwigzanie zadania M 1388.

Niech n; oznacza liczbe wrogdéw

i-tego rycerza, ktérzy zasiadaja z nim
przy stole. W kroku 0 posadzmy
wszystkich rycerzy przy pierwszym stole.
Bedziemy w kolejnych krokach przesadzaé
rycerzy, rozwazajac liczbe

N=n;+...4+ng44 <3-44.

Jesli po wykonaniu kroku przy pierwszym
stole pewien rycerz siedzi wraz

z przynajmniej dwoma swoimi wrogami,
wykonujemy kolejny krok, w ktérym
przesadzamy go do drugiego stolu.
Zauwazmy, ze jesli siedzial on przy stole
wraz z trzema wrogami, to N zmienia si¢
na N — 6. Jedli za$ siedzial on przy stole
wraz z dwoma wrogami, to N zmienia
sie na liczbe niewiekszg niz N — 2.

Skoro po wykonaniu kazdego kroku

N maleje, to wykonamy ich skoriczenie
wiele. Oczywidcie, po wykonaniu
ostatniego kroku n; < 1 dla kazdego 1,
co konczy dowdd.

Nauka obcego jezyka

Wiemy juz, co w geometrii plaszczyzny oznacza kl = Ik, a co Am = mA. Aby
zobaczy¢, jak wyglada tak opisywana geometria, trzeba przejsé przynajmniej
krétkie samoksztalcenie w uzywaniu leibnizowskiego jezyka.

Prosze odpowiedzie¢ na pytanie, co oznaczaja nastepujace napisy:
ab=bce, ab=-cd, Ab=0C, Ab=dC, aB=DBec, AB= BC.

Odpowiedzi znajduja sie w numerze, ale prosze sie postara¢ samodzielnie
odczytaé¢ znaczenia. Wtedy stanie si¢ jasne, ze zmiana jezyka to poniekad
zmiana patrzenia na swiat: to, co w uswieconym tradycja klasycznym szkolnym
jezyku geometrii wyraza sie prosto, tu moze wyrazac sie bardziej zawile,

ale jest i odwrotnie — trudno formutowalne w jezyku klasycznym sytuacje

po leibnizowsku niejednokrotnie beda bardzo proste.

Choc¢by taki fakt: stowo ajas ... as, daje sie zawsze zastapi¢ stowem
dwuliterowym i wynikajacy stad natychmiast wniosek, ze kazde stowo ma
odpowiednik co najwyzej trzyliterowy. Co to znaczy geometrycznie? I jak to
udowodni¢?

Okazuje sie, ze w tej sprawie kluczowy (i wystarczajacy) jest fakt:
jesli k,l,m € [p] lub k,l1,m € [P], to istnieje takie n, ze klm = n.

Przestanki powyzszego zdania klasycznie brzmia: k, [, m sqg wspotpekowe
(prawda?). Ale takie spojrzenie pozwala nam na naturalne uogélnienie, ze zbiér
liter nazwiemy pekiem, gdy kazdy trzyliterowy napis ztozony z liter nalezacych
do tego zbioru da si¢ zastapi¢ napisem jednoliterowym. Prosze sprawdzi¢, ze
punkty przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru tworza pek (jak by to
brzmialo klasycznie?).

Czasami ttumaczenie bywa twoércze. Na przyktad zdanie, ktore orzeka, ze dla
dowolnych liter a, b, ¢ zachodzi

abcabcbeabeacbacbebach = 1

pelni role tzw. stowa Banacha, czyli pozwala stwierdzié¢, ze w grupie izometrii
plaszczyzny euklidesowej nie istnieja podgrupy wolne, co m.in. wyklucza
paradoksalny rozklad na ptaszczyznie. Oryginalne stowo Banacha to
twierdzenie:

dla dowolnych izometrii plaszczyzny euklidesowej ¢ i 1 przeksztalcenie

3021/1290_2¢_2<,0_2¢2904¢_2§0_2¢2Q0_21/J_2902

jest identycznosciq.

Ktére sformutowanie jest prostsze?

Kolejny przyktad to twierdzenie Michela Chaslesa:
kazda izometria jest postaci ab lub aB,
co Chasles wyrazal w nastepujacy sposob:
kazda izometria plaszczyzny jest przesunieciem, obrotem
lub symetrig z poslizgiem
(réwnowaznosé obu sformutowan byla juz obecna w tekscie tego artykulu).

Argumentem za tym, ze pierwsze ze sformutowan jest bardziej nosne, moze
by¢ fakt, iz Bachmann pod jego inspiracja stworzyl odrebny dzial teorii grup:
grupy biinwolutywne, czyli takie, w ktérych kazdy z elementéw jest inwolucja,
lub zlozeniem dwu inwolucji. Do badania tego rodzaju obiektow moze zachecié
spostrzezenie, ze

grupa izometrii przestrzeni euklidesowej dowolnego wymiaru jest bitnwolutywna,
czy jeszcze bardziej niespodziewane, ze

buinwolutywna jest tez grupa bijekcji dowolnego zbioru.

Czy odmienny punkt widzenia pozwala zobaczy¢ co$ nowego

Podam przyktad problemu latwego w stylu leibnizowskim i trudnego w stylu
klasycznym. Co wiecej — klasycznie trudno bylo nawet wpas$é na pomyst, ze taka
prawidlowos$¢ moze mie¢ miejsce.
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Rys. 2

Rys. 3

-4~

Twierdzenie Hjelmsleva. Jesli ABC i A'B'C’ sq przystajocymi trdjkami
punktdw wspdlliniowych, to $rodki odcinkéw AA', BB’ i CC' lezq na jednej
prostej (rys 2).

Dowdd. Odcinek AC, a wiec punkty A, B, C', mozna natozyé na odcinek A’C’
dwiema izometriami: jedna z nich bedzie obrét lub przesuniecie, a druga
symetria z poslizgiem. W symetrii z poslizgiem za$ $rodek kazdej pary
punkt-obraz lezy na jej osi (rys. 3).

% %

Pelny i zaawansowany wyklad demonstrujacy wykorzystanie tego jezyka mozna
znalez¢é w monografii Bachmanna Aufbau der Geometrie aus dem Spiegelungsbegrieff,
Springer, 1959. Ale jest pytanie, czy ktos normalny, a zatem niebedacy zawodowym
matematykiem, z tego jezyka korzysta. Okazuje sig, ze tak — program geometrii
w szkotach niemieckich korzysta z tego jezyka. Mozemy sie o tym przekonad,
zagladajac do wydanego przez Proszynskiego poradnika pod nazwa Atlas
matematyki, bedacego ttumaczeniem szkolnego poradnika uzywanego w Niemczech
— geometria w nim jest mocno odmienna od tej, jaka znamy ze szkoty.

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1387. Na ramieniu AC' tréjkata réwnoramiennego ABC' o podstawie BC' dany
jest punkt D, przy czym 2AD = DC'. Na odcinku BD dany jest taki punkt P,
ze kat APC jest prosty (rysunek). Udowodnié, ze katy PBA i PCB sa réwne.
Rozwiazanie na str. 5

M 1388. Krél zaprosit na przyjecie 44 rycerzy. Wiadomo, ze kazdy rycerz ma
wéréd pozostalych co najwyzej 3 wrogéw (zakladamy, ze jesli rycerz Y jest
wrogiem rycerza X, to i X jest wrogiem rycerza Y). Udowodnié, ze mozna tak
rozsadzi¢ rycerzy przy dwéch stolach (dowolnie duzych), by kazdy rycerz siedzial
przy stole z co najwyzej jednym ze swoich wrogow.

Rozwiazanie na str. 17

M 1389. Dana jest liczba wymierna a; = 0,(b1bs ... b, ), w ktérej zapisie
dziesietnym blok cyfr b1bs ... b, powtarza sie okresowo po przecinku. Rozwazmy
liCZby as = 0,(b2b3 “e bnbl)a as = O,(b3b4 ce bnb1b2)7 ey Qp = 0,(bnb1 ce bn—l)
powstale z a; przez cykliczne przesuniecia cyfr w bloku. Udowodnié, ze
b1++bn :9(a1—|—+an)

Rozwiazanie na str. 17

Przygotowali Andrzej MAJHOFER i Michat NAWROCKI

F 833. Jaka bedzie czestotliwo$é¢ f dzwieku piszczalki wypelnionej helem,
jesli wypelniona powietrzem generuje dzwiek o czestotliwosci fo = 440 Hz?
Predko$¢ ¢ dzwieku w gazie, w warunkach normalnych, z dobrym przyblizeniem
opisuje zaleznosé

2 chT’

Cv

gdzie ¢, i ey oznaczaja odpowiednio ciepta wtasciwe gazu pod statym cisnieniem
i w stalej objetosci, R = 8,314 Jmol 'K~!, T — temperature w skali Kelvina,
a u — mase jednego mola gazu. Powietrze jest mieszanina azotu (78% objetosci)
i tlenu (21% objetosci).
Rozwiazanie na str. 16

F 834. W celu pomiaru predkoéci przeplywu krwi wiazke ultradzwickéw

o czestodci 2,0 MHz skierowano na krew plynaca w tetnicy w kierunku

zrodla fali. Po zmieszaniu fali wychodzacej ze zrodla z fala powracajaca do
umieszczonego obok niego mikrofonu, odbita od czerwonych ciatek krwi,
zaobserwowano dudnienia o czestosci 389,6 Hz. Przyjmujac, ze predkosé
ultradZzwieku we krwi wynosi v,, = 1540 m/s, znalez¢ predko$é przepltywu krwi.
Rozwiazanie na str. 4
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