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Niektére wlasnosci inwersji:

— obrazem punktu A* jest punkt A,

— obrazem sfery przechodzacej
przez punkt S jest plaszczyzna
nieprzechodzaca przez S (i na odwrét),

— obrazem sfery nieprzechodzacej przez S
jest sfera nieprzechodzaca przez S,

— obrazem okregu nieprzechodzacego
przez S jest okrag nieprzechodzacy
przez S.

Punkt S nazywa si¢ $rodkiem inwersji.
Nie definiujemy jego obrazu S™.

Wiegcej o inwersji przestrzennej znalezé
mozna w Delcie 12/2012.

Rys. 1. Szare sfery sg parami styczne
i kazda z nich styczna jest do kazdej
z kolorowych sfer, tworzacych tancuch.

Rys. 2. Identyczne piteczki na stole.
Nie narysowano ptaszczyzny I,
réwnoleglej do Iy i stycznej do sfer
od gory.

Taki tancuch okregéw nazywa sie
Lancuchem Steinera.

Lancuch sfer Joanna JASZUNSKA

Tematem poprzedniego deltoidu byta inwersja na plaszczyznie. Analogicznie
przeksztalcenie zdefiniowaé mozna w przestrzeni: obrazem punktu A # S w inwersji
wzgledem sfery o Srodku S i promieniu r jest taki punkt A™ na pélprostej SA™, ze
SA-SA* =r?. Na marginesie podano niektére wlasnosci inwersji w przestrzeni.

Zadanie 1. Styczne zewnetrznie sfery I'7 i I sa styczne wewnetrznie do sfery I'
(rys. 1). Do kazdej z tych trzech sfer styczna jest kazda z n sfer Si,Sa,..., Sy,
ponadto dla kazdego i € {1,2,...,n} sfera S; styczna jest do sfery Si1

(przy czym S,,4+1 = S1). Dla jakich n istnieje taki taricuch sfer S;? W jaki sposéb
zalezy to od rozmiaréw i wzajemnego polozenia sfer I', I, [57 Czy i jak zalezy to
od wyboru poczatkowej sfery Sq17

Rozwigzanie. Zastosujmy inwersje wzgledem dowolnej sfery o srodku w punkcie
stycznosci sfer I'1 i I'>. Wéwcezas obrazami tych dwdch sfer, przechodzacych przez
$rodek inwersji, sg plaszczyzny I'7 i I'y. Plaszczyzny te sg rownolegte, bo jedynym
wspolnym punktem sfer Iy i I jest srodek inwersji.

Obrazem kazdej z pozostatych sfer I', S1, 52, ..., Sy jest sfera (bo zadna z nich
nie przechodzi przez $rodek inwersji) styczna do I'f" i I'y. Z réwnolegtosci tych
plaszczyzn wynika, ze wszystkie sfery 1", S7,S5,..., 5, maja Srednice réwne
odleglosci I'f od I3, czyli sg przystajace. Ponadto wszystkie sfery S7,5S5,...,55
sa styczne do sfery I'* oraz dla kazdego ¢ € {1,2,...,n} sfera S; styczna jest

do sfery S;; (przy czym S}, = S7). Odpowiada to sytuacji, gdy na stole
(ptaszczyznie I'5) ustawiamy piteczki, przy czym tancuch kolejno stycznych
pileczek S otacza Srodkowa piteczke I'*, stykajac sie takze z nig (rys. 2). Skoro
wszystkie piteczki sa tej samej wielkosci, to taki tancuch ,domyka” sie wtedy

i tylko wtedy, gdy n = 6.

Stad réwniez w wyjéciowej sytuacji (przed inwersja) tanicuch sfer S; ma zawsze
doktadnie sze$é elementéw i nie zalezy to od rozmiaréw ani potozenia sfer I, I'1, I,
ani tez od wyboru sfery Si. Taki tancuch sfer nazywa sie Hexletem Soddy’ego. O

Uwaga. Dzieki zastosowaniu inwersji, z wyjsciowego uktadu sfer, zazwyczaj
niesymetrycznego, uzyskujemy sytuacje idealnie symetryczna: rownolegte
plaszczyzny, identyczne sfery w eleganckim uktadzie szesciu otaczajacych siddma. . .
Pozostaje pytanie, gdzie po inwersji ,,ukryta si¢” cala asymetria wyjsciowej sytuacji?
Ot6z jest ona ,zakodowana” w polozeniu srodka inwersji wewnatrz sfery I'*.

Whioski. Po inwersji punkty stycznosci sfer S; leza na jednym okregu.
Nie przechodzi on przez $rodek inwersji (bo $rodek ten jest wewnatrz sfery I'),
stad takze w wyjéciowej sytuacji punkty stycznosci sfer S; leza na jednym okregu.

Dla kazdej z ptaszczyzn I, Iy, a takze dla sfery '™, po inwersji punkty stycznosci
ze sferami S; leza na jednym okregu. Stad takze przed inwersja dla kazdej ze sfer
I, I, I'; jej punkty stycznosci ze sferami S; sa na jednym okregu.

Po inwersji istnieja dwie sfery przechodzace przez Srodek inwersji oraz styczne

do wszystkich sfer S;. Mozna bowiem wyobrazié¢ sobie, ze sfera I'* to balonik,
ktory nadmuchujemy tak, by caly czas nadal byt styczny do wszystkich sfer S .

W miare jak rosnie, ,wypychamy” go do gory lub do dotu. W kazdym z tych
dwoch wariantéw istnieje doktadnie jedno potozenie, przy ktérym nasz balonik
przechodzi przez srodek inwersji. Kazda z takich dwoch sfer odpowiada wobec
tego, w wyjsciowej sytuacji, ptaszczyznie i nadal jest styczna do wszystkich sfer S;.
Istnieja zatem takie dwie plaszczyzny styczne do wszystkich sfer S; z géry i z dotu.
Ponadto, $rodki sfer S; leza wobec tego na jednej ptaszczyznie — dwusiecznej kata
dwusciennego utworzonego przez te dwie ptaszczyzny styczne do sfer.

Zadanie 2. Na plaszczyznie dane sa roztaczne wewnetrznie okregi I i 5.

Do kazdego z nich styczny jest kazdy z n okregbéw S, Sa,..., Sy, ponadto

dla kazdego i € {1,2,...,n} okrag S; styczny jest do okregu Si+1 (przy czym
Sn+41 = S1). Dla jakich n istnieje taki tancuch okregéw S;? W jaki sposéb zalezy
to od rozmiaréw i wzajemnego polozenia okregéw I 1 I2? Czy i jak zalezy to
od wyboru poczatkowego okregu 517

Wskazéwka. Dla dowolnych dwéch okregéw roztacznych na plaszcezyznie istnieje
inwersja przeprowadzajaca je na okregi wspotsrodkowe.
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