Kacik przestrzenny (18):

Rys. 1

Rys. 2

Rys. 3

O pozytku ze sfery wpisanej

W tym kaciku chcieliby$my powrdécié do pewnych wtasnosci sfery wpisanej

w czworoscian, o ktorych pisaliSmy w kaciku 2 o najmocniejszym twierdzeniu
stereometrii (Delta 3/2010). Okazuje sie, ze mozna je wykorzysta¢ do udowodnienia
faktéw pozornie niezwigzanych ze sfera wpisana.

Przypomnijmy wiec gtéwne twierdzenie:

Twierdzenie 1. Dana jest sfera o i punkty A i B takie, Ze prosta AB jest rozlgczna
ze sferq o. Prowadzimy dwie plaszczyzny przechodzqce przez punkty A i B styczne do
sfery o w punktach P i Q (rys. 1). Wéwczas trdjkaty APB 1 AQB sq przystajace.

W kaciku 8 (Delta 6/2011) udowodnilismy nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 2. W dowolnym czworo$cianie ABC'D zachodzi nieréwnosé
XADB + «<BDC > <xADC.

Teraz zaprezentujemy inny dowdd, wykorzystujacy wlasnosci sfery wpisane;j.

Dowdéd. Niech P, @, R beda punktami stycznosci sfery wpisanej w czworoscian ABC' D
odpowiednio ze $cianami BCD, CAD, ABD (rys. 2). Na mocy twierdzenia 1 tréjkaty
ADQ i ADR sa przystajace, skad xADQ = XADR = «. Analogicznie dostajemy
XBDR=<<BDP =3 1 <CDP=xCDQ =~.
Wystarczy jeszcze zauwazy¢, ze
XADB+ ¥BDC =a+268+~v>a+vy=<ADC.

Ta metoda nie wymaga rozwazenia oddzielnie dwoch przypadkéw, jak dowodd
przeprowadzony w kaciku 8. Czytelnika Odwaznego zas zainteresuje fakt, ze mozna

w ten spos6b udowodni¢ odpowiedniki twierdzenia 2 w wyzszych wymiarach. Podobnie
mozna uzasadni¢ inne ciekawe twierdzenie dotyczace czworo$cianu.

Twierdzenie 3. W dowolnym czworo$cianie pole kazdej Sciany jest mniejsze od sumy
pdl trzech pozostalych scian.

Twierdzenie to jest odpowiednikiem nieréwnosci trojkata dla czworoscianu. Zazwyczaj
dowodzi sie go poprzez zrzutowanie jednego z wierzchotkéw na ptaszczyzne zawierajaca
przeciwlegla Sciane i wykorzystanie faktu, ze pole rzutu $ciany nie przekracza pola
$ciany. Wykorzystanie najmocniejszego twierdzenia stereometrii pozwala przedstawic
znacznie prostsze i zgrabniejsze uzasadnienie.

Dowdd. Nalezy wykazaé, ze w czworoscianie ABC'D pole $ciany ABC' jest mniejsze od
sumy pol trzech pozostatych $cian. Oznaczmy przez P, QQ, R, S punkty stycznosci sfery
wpisanej w czworos$cian ABC D odpowiednio ze $cianami BCD, CDA, DAB, ABC
(rys. 3). Z twierdzenia 1 wynika, ze tréjkaty ABS i ABR sa przystajace, a wiec maja
réwne pola. Podobnie dowodzimy réwnosci pél
[BCS] = [BCP] oraz [ACS]=[ACQ)].
Poniewaz punkty P, @, R leza wewnatrz scian czworoscianu, to zachodzg nieréwnosci
[ABR] < [ABD], [BCP]< [BCD], [ACQ]<[ACD].
Zatem
[ABC| = [ABS] + [BCS] + [ACS] = [ABR]| + [BCP] + [ACQ] <
< [ABD] + [BCD] + [ACD].

Na koniec jedno zadanie dla Czytelnikéw.

Dany jest czworo$cian ABC D, w ktérym AB = CD. Ponadto suma pél $cian
ABC' i ABD jest réwna sumie pdl $cian BC'D i ACD. Dowiesé, ze AC = BD lub
AD = BC.
Michal KIEZA

Ttumaczenia z leibnizowskiego na klasyczny.

ab = be b jest dwusieczng kata ac, lub gdy sa rownolegtle, ich linig $rodkows,

ab = cd proste a, b, ¢, d maja wspdlny punkt (kierunek) i ab wyznaczaja ten sam kat (wektor), co cd
Ab=0bC gdy A # C, prosta b jest symetralng AC, a gdy A = C, dowolna prostg przechodzaca przez A
Ab = dC A, C' sa na wspdélnej prostopadlej prostych b, d, oba miedzy tymi prostymi

lub oba na zewnatrz; A w tej samej odlegtosci od b, co C od d

aB = Bc proste sa réwnolegte i gdy a # ¢, punkt B lezy na ich linii $rodkowej, a gdy a = ¢, lezy na a
AB = BC B jest srodkiem AC
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