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Punkt S nazywa si¢ Srodkiem inwersji.
Nie definiujemy jego obrazu S*.

Dowody opisanych wtasnosci znalezé
mozna np. w ksigzce Co to jest

matematyka R. Couranta i H. Robbinsa.

W krzywym zwierciadle  Joanna JASZUNSKA

Inwersja to przeksztalcenie geometryczne, okreslane czasem jako symetria
wzgledem okregu. Obrazem punktu A (réznego od S) w inwersji wzgledem okregu
I' = O(S,r) jest taki punkt A* na pélprostej SA~, ze SA - SA* = r2. Zauwazmy, ze:
— obrazem punktu A* jest punkt A,

— jesli punkt A lezy na okregu I, to A* = A,

— obraz figury zawartej w pewnym kacie XSY tez jest wewnatrz tego kata,

— obrazem prostej przechodzacej przez punkt S jest ta sama prosta.

Ogdlniej okazuje sig, ze inwersja zachowuje okregi i proste. Konkretnie (rys. 1):

— obrazem okregu przechodzacego przez punkt S jest prosta nieprzechodzaca
przez S (i na odwrét),
— obrazem okregu nieprzechodzacego przez S jest okrag nieprzechodzacy przez S.

Rys. 1. Niektére pary figur i ich obrazéw w inwersji wzgledem szarego okrggu; na pierwszym i ostatnim rysunku — prosta i okrag staly.

Rys. 2

Rys. 3

Rys. 4

Zadanie 2 pochodzi z XLVIII Olimpiady
Matematycznej.

Inwersja to przydatne narzedzie geometryczne. Czasem do rozwiazania zadania
wystarczy przeksztalci¢ jedynie maty fragment obrazka. Zazwyczaj jednak warto
zastosowac inwersje do catego rysunku, otrzymujac nowy, na ogét kompletnie inny
rysunek, na ktérym czesto tatwiej dostrzec rozwiazanie. Oto kilka przyktaddw.

1. Wyznacz obraz kwadratu opisanego na okregu w inwersji wzgledem tego okregu.

2. Okrag o srodku w punkcie S i wpisany w czworokat wypukly ABC'D jest styczny
do bokéow AB, BC,CD, DA odpowiednio w punktach K, L, M, N. Proste KL i M N
przecinaja sie w punkcie T'. Wykaz, ze proste BD i ST sa prostopadte.

3. Dane sa dwa prostopadle balwanki o wspélnej szyi, jak na rysunku 3. Wykaz,
ze kolorowe punkty leza na jednym okregu.

4. Kazdy z roztacznych okregéw I i I3 jest styczny zewnetrznie do kazdego
z roztacznych okregéw I 1 I'y. Wykaz, ze punkty stycznosci leza na jednym okregu.

5. W czworokacie wypuklym ABC D okregi wpisane w tréjkaty ABC i ACD sa
styczne. Wykaz, ze ich punkty stycznosci z bokami czworokata leza na jednym
okregu.

Rozwigzania i wskazowki
Wskazéwka 1. Bok AB kwadratu to cze$¢ prostej AB, zawarta w kacie ASB.

R2. Obrazem prostej M N w inwersji wzgledem danego okregu jest okrag
przechodzacy przez srodek inwersji S i przez state punkty M i N (rys. 2). Lezy
na nim tez punkt 7%, bo punkt 7" lezy na prostej M N. Srednica tego okregu jest
SD, poniewaz katy SMD i SN D sg proste, stad takze <t.ST*D = 90°.

Analogicznie < ST*B = 90°, wiec BD 1 ST*. 7 definicji inwersji punkty S, 7%, T
sa wspoltliniowe, co konczy dowdd. O

R3. Rozwazmy inwersje wzgledem dowolnego okregu o srodku w punkcie .S,
przy oznaczeniach jak na rysunku 3. Proste k i [ sa stale przy tej inwersji.
Obrazem kazdego z okregéw, przechodzacego przez srodek inwersji, jest prosta
réwnolegla odpowiednio do k* lub I* (okrag styczny do prostej k lub [ miesci

sie w polplaszczyznie przez nig wyznaczonej, wiec jego obraz tez, rys. 4). Zatem
obrazami kolorowych punktow sa wierzchotki prostokata. Leza one na okregu
nieprzechodzacym przez $rodek inwersji (bo $rodek ten jest wewnatrz prostokata),
wiec takze przed inwersja kolorowe punkty leza na jednym okregu. O

Wskazowka 4. Warto rozwazy¢ inwersje o srodku w jednym z punktéw stycznosci
i dowies¢, ze obrazy pozostalych trzech punktéw sa wowczas wspolliniowe.

Wskazéwka 5. Warto rozwazy¢ inwersje o sSrodku w punkcie stycznoéci okregdw.
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