Zad. 1. Jak rozwigza¢ problem 3SuM
w czasie O(n?)? (Albo chociaz w czasie
O(n?logn)?)

Zad. 2. W problemie 3suM elementy

a, b, c moga si¢ powtarzac¢. Nie ma to
jednak wigkszego znaczenia, gdyz w czasie
O(nlogn) mozna tatwo identyfikowac
instancje problemu, dla ktérych istnieje
rozwigzanie z powtarzajacymi sie
elementami. Jak to zrobié?

Algorytm ten jest opisany w pracy:

I. Baran, E.D. Demaine, M. Patrascu,
Subquadratic algorithms for 3suM,
WADS 2005.

Zad. 3. Udowodnij, ze 3sUM =,, 3suM’,
tzn. pokaz, jak wykonaé obie redukcje.
Przyktady réznych redukcji znajdziesz
w dalszej czesci artykutu.

Wiele z opisanych dalej probleméw
pochodzi z przystepnej i latwo dostepnej
pracy przegladowej: J. King, A survey of
3suM-hard problems, 2004.

Problemy 3suM-trudne w geometrii
Jakub RADOSZEWSKI

Kiedy rozwiazujemy jaki$ problem informatyczny, czesto naszym celem

jest podanie jak najefektywniejszego algorytmu. Jednak czasem mozemy
natknaé sie przy tym na ,Sciane” — danego problemu nie da si¢ rozwiazac

tak efektywnie, jak bysmy tego chcieli. Najpowszechniej znanym przykladem
opisanego zjawiska jest klasa probleméw NP-zupelnych. O problemach z tej
klasy (a nalezy do niej wiele naturalnych i praktycznych zagadnien) podejrzewa
sig, ze nie da si¢ ich rozwiazaé w czasie wielomianowym wzgledem rozmiaru
danych wejsciowych. Niestety, tylko podejrzewa sie, a rozstrzygniecie tej hipotezy
(znanej tez jako P #£NP?”) jest obecnie najstynniejszym otwartym problemem
informatyki teoretyczne;j.

Na szczescie wiele waznych problemoéw obliczeniowych umiemy rozwiazywac

w czasie wielomianowym. Jednak w praktyce wielomian wielomianowi nieréwny
— jest przeciez istotne, czy dany problem umiemy rozwiazaé¢ w czasie O(n),

czy tez w czasie O(n'?). Okazuje sie, ze takze w przypadku probleméw
rozwiazywalnych w czasie wielomianowym (tzw. klasa probleméw P) znane sa
pewne narzedzia pozwalajace stwierdzi¢, ze danego problemu zapewne nie da sie
rozwiazaé w czasie szybszym niz taki a taki, a jesli nawet si¢ da, to jest to
bardzo trudne.

W tym artykule skupimy nasza uwage na nastepujacym problemie 3sUM:

Dany jest zbiér S ztozony z n liczb calkowitych. Czy istniejg takie liczby
a,bce S;zea+b+c=07

Wszystkie omawiane w tym artykule problemy maja charakter decyzyjny, tzn.
odpowiedzia w kazdym z nich jest pojedyncza warto$¢ logiczna. Na potrzeby
naszego artykulu przyjmiemy nastepujaca definicje redukcji problemu: Powiemy,
ze problem A mozna zredukowaé¢ do problemu B w czasie O(f(n)), jesli dowolna
instancje (czyli dane wejsciowe) problemu A o rozmiarze n mozna przeksztalcié
w czasie O(f(n)) w stala liczbe instancji problemu B o rozmiarze O(n) tak, zeby
na podstawie odpowiedzi dla wyznaczonych instancji problemu B mozna byto
udzieli¢ odpowiedzi dla rozwazanej instancji problemu A. Bedziemy wéwczas
pisali, ze A =y, B, co oznacza tyle, ze problem B jest co najmniej tak trudny
jak problem A, gdyz jesli umiemy w czasie O(f(n)) rozwiazaé¢ problem B, to
umiemy w takim samym czasie rozwigza¢ problem A. Jedli A =<y(,) B oraz

B =¢n) A, to bedziemy pisali, ze A =,y B.

Problemem, ktory bedziemy redukowaé¢ do innych zagadnien, jest wspomniany
juz problem 3suM. Przez wiele lat znany byl algorytm rozwiazujacy ten problem
w czasie ©(n?) (patrz zadanie 1 na marginesie) i uwazano, ze nie da si¢ go
rozwiazaé¢ w zlozonogci mniejszej niz ©(n?). Wprowadzono tez klase probleméw
3SUM-trudnych, czyli probleméw, do ktérych mozna zredukowaé problem

3SUM w czasie o(n?). Od 2005 roku wiadomo jednak, ze problem 3sUM mozna
rozwigzaé troszeczke szybciej, a mianowicie w czasie
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Mimo tego usprawnienia wcigz nie wida¢ nadziei na znalezienie algorytmu
rozwiazujacego ten problem w czasie istotnie lepszym niz ©(n?).
Bedziemy takze uzywaé nastepujacego blizniaczego problemu 3suM’, ktory jest
réwnowazny z problemem 3SUM (tj. 3SUM =, 3SUM’):
Dane sg trzy zbiory liczb catkowitych A, B, C, zawierajace lacznie

n elementow. Czy istnieja liczby a € A, b€ Bic e C, takie ze a +b = c?

Problemy, ktére bedziemy rozwazaé w dalszej czesci tekstu, maja charakter
geometryczny. Jako pierwszy rozpatrzymy problem nazywany GEOMBASE —
podstawowy problem 3SUM-trudny w geometrii, stuzacy jako narzedzie
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Punkt kratowy to punkt o wspdéirzednych

catkowitych.

4 8 12
y=2
=1
v 2 4 6 10 14
=0
v 2 6 10 12

Rys. 1. Instancja problemu GEOMBASE
otrzymana z instancji A = {1, 3,5,6},
B =1{0,2,4,6}, C = {2,4,6,10, 14}
problemu 3suM’. Wynikiem jest a = 6,
b=4,c=10.

Ciekawe, ilu sposréd Czytelnikow
préobowalo kiedykolwiek rozwigzad ten

problem w czasie zblizonym do ©(nlogn)

(sam autor wielokrotnie prébowat).

Gléwnym zastosowaniem problemu

3POINTSONLINE wydaje si¢ weryfikowanie

czestego w problemach geometrycznych

zalozenia, ze Zadne trzy sposréd zadanych

punktéw nie leZg na jednej prostej.

Zad. 4. Okreslmy przeksztalcenie
geometryczne T', ktére punktowi
p = (a, b) przyporzadkowuje prosta

T(p):y=ax —b,aprostej |l :y=kax+d
przyporzadkowuje punkt T'(l) = (k, —d).

Udowodnij, ze punkt p lezy na prostej [
wtedy i tylko wtedy, gdy prosta T'(p)
przechodzi przez punkt T'(1). (Wigcej

do dowodzenia 3SUM-trudnoéci innych problemoéw. Jest on okreslony
nastepujaco:

Danych jest n punktéw kratowych polozonych na prostych y =0, y =1
i y = 2. Czy istnieje prosta inna niz pozioma przechodzaca przez jakies trzy
sposréd tych punktéw?

Po chwili namystu nietrudno dostrzec tu podobiefistwo do problemu 3suM’.
Nie jest to przypadek; zachodzi bowiem 3suM’ =,, GEOMBASE. Przeprowadzimy
tylko redukeje 3suMm’ =%,, GEOMBASE, redukcja w drugg strone jest wlasciwie
taka sama. Wystarczy mianowicie dla kazdej liczby a € A wybraé¢ punkt
(2a,0) na prostej y = 0, dla kazdej liczby b € B — punkt (2b,2), a dla kazdej
liczby ¢ € C' — punkt (c, 1), patrz rysunek 1. Punkty (2a,0), (¢,1) i (2b,2) sa
wspoliniowe, gdy

c—2a=2b—c,
czyli doktadnie gdy ¢ = a + b. Stad odpowiedz dla otrzymanej instancji
problemu GEOMBASE jest pozytywna wtedy i tylko wtedy, gdy pozytywna jest
odpowiedz dla odpowiadajacej jej instancji problemu 3sUM’, a to jest dokladnie
to, co chcieliSmy uzyskac.

Problem GEOMBASE, jakkolwiek uzyteczny, nie jest sam w sobie nadmiernie
interesujacy. Duzo ciekawszy jest podobny do niego nastepujacy problem
3POINTSONLINE:
Na plaszczyznie danych jest n punktow. Czy istnieje prosta przechodzaca
przez jakies$ trzy sposréd tych punktéw?
Ten problem takze jest 3sUM-trudny; tym razem redukcje przeprowadzimy
wprost z problemu 3sUM. Niech S bedzie instancja problemu 3suM. Dla kazdej
liczby = € S rysujemy na plaszczyznie punkt (z,2%). Zbadajmy, kiedy trzy rézne
tak otrzymane punkty (a,a®), (b,b%) i (c,c?) sa wspétliniowe:
v —a® -0 (b—a)(b* +ab+a*)  (c—Db)(c* +bc+b?)
b—a c—b b—a N c—>b
s Vrab+ad = +be+ b o
s ad*-E+ab—be=0 &
< (a—c)(a+e)+bla—c)=0 &
< (a—c)(a+b+c)=0 <
& a+b+c=0.

Okazuje si¢ zatem, ze punkty (a,a?), (b,b%) i (¢, c®) sa wspotliniowe wtedy

i tylko wtedy, gdy liczby a, b, ¢ stanowia rozwiazanie problemu 3SUM.

W ten sposéb otrzymujemy zadana redukcje problemu 3suM do problemu
3POINTSONLINE, pod warunkiem, ze w tym pierwszym problemie interesuja nas
tylko tréjki réznych liczb. To jednak mozemy zapewnié¢ (patrz zad. 2).

Wytrawny znawca geometrii natychmiast zauwazy, ze 3SUM-trudnosé problemu
3POINTSONLINE implikuje bezposrednio 3suM-trudnosé¢ dualnego problemu
POINTON3LINES:

Na plaszczyznie danych jest n prostych. Czy ktéres trzy proste przecinaja sie
w jednym punkcie?
Wréémy teraz do problemu GEOMBASE. Skoro reklamowalidmy go jako
przydatne narzedzie w geometrii, to najwyzszy czas, aby podaé kilka

na temat tej dualnoéci Czytelnik znajdzie jego zastosowan. WykazaliSmy juz, ze jest to problem 3suM-trudny. Jesli

w numerze 8/2013 Delty.)

zatem pokazemy redukcje z tego problemu do jakiego$ innego problemu
geometrycznego dzialajaca w czasie o(n?), to w ten sposéb wykazemy, ze 6w
drugi problem réwniez jest 3SUM-trudny. Pierwszym problemem z tej serii, ktéry
wezmiemy pod lupe, jest problem o nazwie SEPARATOR:

Na plaszczyznie danych jest n odcinkéw. Czy istnieje prosta nieprzecinajaca
zadnego z nich, dzielaca zbiér tych odcinkéw na dwa niepuste podzbiory?
Jesli chcemy, mozemy zatozy¢, ze podane odcinki sa parami roztaczne.



Rys. 2. Redukcja instancji problemu
GEOMBASE z rysunku 1 do instancji
problemu SEPARATOR.

Zad. 5. Jak dobraé¢ € w opisanej
redukcji?

Zad. 6. Jak zbudowa¢ klatki w opisanej
redukcji? (Narysuj!)

Redukcje dotyczace probleméw
SEGMENTSCONTAINPOINTS

i POLYGONCONTAINMENT 83 opisane

w pracy: G. Barequet, S. Har-Peled,
Polygon-containment and translational
min-Hausdorff-distance between segment
sets are 3suM-hard, SODA 1999.

Zad. 7. Opisz redukcje problemu
SEGMENTSCONTAINPOINTS do problemu
POLYGONCONTAINMENT w wersji (a).
Redukcja powinna dziala¢ w czasie
O(nlogn). Wskazéwka: szukane wielokaty
maja ksztalt grzebieni.

Zad. 8. Opisz redukcje wariantu (a)
problemu COVERING do wariantu (b).

Redukcje do probleméw typu COVERING
mozna znalezé w podstawowej

(tj. pionierskiej) pracy dotyczacej
3suM-trudnosci: A. Gajentaan,

M.H. Overmars, On a class of O(n?)
problems in computational geometry,
Comp. Geom. 5(3), 1995.

Sprowadzimy problem GEOMBASE do problemu SEPARATOR. Tym razem
redukcja bedzie dziala¢ w czasie O(nlogn), gdyz wymagaé bedzie sortowania.
Posortujemy punkty na kazdej z prostych poziomych i polaczymy pary kolejnych
punktéw odcinkami w taki sposéb, zeby miedzy kazdymi dwoma kolejnymi
odcinkami wystepowal bardzo maly odstep, o dlugosci réwnej € > 0. Widzimy
juz, ze przy tej konstrukcji prosta rozdzielajaca zbiér odcinkéw, przechodzaca
przez trzy odstepy, odpowiada tréjce punktéw wspotiniowych nalezacych do
roznych prostych poziomych. Nalezy jeszcze zadba¢ o wyeliminowanie poziomych
prostych rozdzielajacych. Wystarczy w tym celu umiesci¢ dwa pionowe odcinki
po bokach konstrukcji i ustawié¢ je ,na zaktadke” z odcinkami poziomymi, tak
aby z kolei wyeliminowaé trywialne proste rozdzielajace pionowe (rys. 2). W ten
sposob wykazaliémy, ze GEOMBASE <, 165 n SEPARATOR.

Kolejny przyktad. Okazuje sie, ze problem GEOMBASE mozemy zredukowaé do
nastepujacego, catkiem naturalnego i majacego liczne zastosowania praktyczne
problemu PLANARMOTIONPLANNING:

Na plaszczyznie danych jest n odcinkow-przeszkod i jeden odcinek
reprezentujacy robota. Czy robot moze sie przedostaé z zadanej

pozycji poczatkowej do zadanej pozycji koncowej, przemieszczajac sie
jedynie za pomoca cigglych przesunie¢ i obrotéw bez dotykania zadnej

z przeszkdéd? Znéw, jesli checemy, mozemy zalozyé, ze odcinki-przeszkody sa
parami rozlaczne.

Redukcja jest tutaj podobna jak poprzednio. Przeszkodami beda odcinki
poziome z wczesniejszej redukcji. Robota umiescimy ponizej catej konstruke;ji,
a jego celem bedzie przedostanie sie powyzej konstrukeji. Sam robot

bedzie na tyle dlugi, zeby nie mégl przedostaé sie na druga strone inaczej

niz tylko przez trzy odstepy naraz. Nalezy jeszcze zadbaé, aby robot

nie mogt ominaé catej konstrukeji bokiem. W tym celu trzeba ponizej

i powyzej konstrukcji zbudowaé ,klatki” uniemozliwiajace ucieczke

robota do ,nieskoniczonosci”. W ten sposob otrzymujemy wniosek, ze
GEOMBASE =, 10 » PLANARMOTIONPLANNING.

To, co przedstawilismy do tej pory, to tylko niewielka grupa znanych
probleméw 3SuM-trudnych. Dla Niestrudzonych Czytelnikéw mamy w zanadrzu
jeszcze kilka innych takich probleméw — tym razem juz dowody pominiemy.
Zacznijmy od jeszcze jednego pomocniczego problemu 3SUM-trudnego
SEGMENTSCONTAINPOINTS:

Na prostej danych jest n punktéw i m = O(n) parami rozlacznych
przedzialéw. Czy istnieje wektor, o ktéry mozna przesunaé¢ wszystkie zadane
punkty, tak aby kazdy z nich znalazl si¢ w jakim$ przedziale?

Problem ten mozna zredukowaé¢ do kazdego z nastepujacych zagadnien typu
POLYGONCONTAINMENT:

Na plaszczyZnie dane sg dwa wielokaty, odpowiednio o n i m = O(n) bokach.
Mamy do dyspozycji pewien zestaw izometrii plaszczyzny. Czy za pomoca
tych izometrii mozemy pierwszy z tych wielokatéw umiesci¢ wewnatrz
drugiego, przy zatozeniu, ze:

a) wielokaty sa dowolne i dopuszczamy dowolne przesuniecia;
ary sq €
(b) wielokaty sa wypukle i dopuszczamy dowolne obroty;
(c) wielokaty sa wypukle i dopuszczamy dowolne obroty i przesuniecia?

A juz na sam koniec kilka probleméw 3sum-trudnych typu COVERING:

(a) Czy dany zbiér n dwustronnie nieskonczonych paskéw (o réznych
szerokosciach i kierunkach) pokrywa zadany prostokat?

b) Czy dany zbior n trojkatéw pokrywa zadany trojkat?

¢) Czy pole sumy danych n tréjkatéw jest mniejsze od ustalonej liczby?

d) Czy suma danych n trojkatéw zawiera jakas dziure?

e) Danych jest n pélplaszczyzn. Czy istnieje punkt plaszczyzny pokryty
przez co najmniej k spoérod tych pélplaszezyzn?
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