Pojedynek, symetrie i potwor — klasyfikacja grup prostych

Jedna z wersji tych zdarzen zawiera
powiesé Leopolda Infelda Wybrarncy
bogow. Infeld, wybitny polski fizyk,
napisal ja w celach zarobkowych,
gdy za mlodu byl nieetatowym
wspoélpracownikiem Einsteina.

Zamiast objasniaé, co to jest grupa
prosta, tatwiej jest pokazad, co to znaczy,
ze grupa nie jest prosta. Oto przyktad.

Tréjkat réwnoboczny mozna z powrotem
potlozyé na tym samym miejscu na

6 sposobéw. Te przemieszczenia, zwane
grupg izometrii wlasnych trojkata
réwnobocznego, to trzy symetrie
wzgledem prostych zawierajacych

wysokosci i trzy obroty o 0°,

120° i 240° wzgledem punktu ich
przeciecia. Te obroty tworza mniejsza,
tréjelementowa grupe obrotéw, symetrie
za$ grupy nie tworza. Mozemy natomiast
rozwazy¢ grupe¢ dwuelementows, ktérej
elementami beda: zbiér R obrotéw

i zbiér S symetrii. Dzialanie w tej grupie

okresla tabelka

X R S
R R S
S S R

bowiem zlozenie dowolnego

przeksztalcenia z R z dowolnym
przeksztalceniem z R daje
przeksztalcenie z R, zlozenie dowolnego
przeksztalcenia z R z dowolnym
przeksztalceniem z S daje przeksztalcenie

z S i tak dalej.

Mozna wigc powiedzieé, ze grupe

izometrii wlasnych tréjkata

réwnobocznego roztozyliSmy na grupe
tréj- i dwuelementowa.
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Smier¢ mlodego geniusza. 30 maja 1832 roku w Paryzu zginat

w pojedynku mlody matematyk, Evariste Galois. Nie ma pewnosci, czy
pojedynek ten mial podloze polityczne, czy tez Galois bronit honoru pewnej
mlodej damy. W pozegnalnym liscie poprosil on, by jego notatki wystaé¢
Jacobiemu albo Gaussowi. Zaden z tych wielkich matematykéw nigdy

nie zobaczy! jednak zapiskéw Galois.

Czternadcie lat pézniej inny znany matematyk, Liouville, opublikowal wyniki
Galois razem z komentarzami. Co jednak bylo w nich az tak interesujacego?
Galois zajmowal sie problemem istnienia wzoréw na pierwiastki réwnan danych
przez wielomiany. Wiekszo$¢ Czytelnikéw zna wzor na pierwiastki réwnania
drugiego stopnia, stynne be kwadrat minus cztery a ce, a nieliczni styszeli réwniez
o wzorach Cardano na rozwiazania rownania stopnia trzeciego, czy Ferrariego,
ktére stosujemy przy réwnaniach stopnia czwartego. Czy mozna w podobny
sposob opisaé¢ rozwiazania dowolnego réwnania stopnia piatego?

Galois zauwazyl, ze mimo iz na mocy Zasadniczego Twierdzenia Algebry
réwnanie piatego stopnia ma az pie¢ pierwiastkéw, to pierwiastki te nie sg
catkowicie niezalezne — tworza one grupy, a w kazdej takiej grupie mozna
zaobserwowa¢ pewne zaleznosci, symetrie miedzy pierwiastkami. Geniusz
Galois polegal na tym, ze skupil si¢ on na tych symetriach, a nie na
samych pierwiastkach.

Zmiane kolejnosci elementéw w zbiorze nazywamy permutacja. Galois
zainteresowal fakt, ze jesli uzyjemy najpierw jednej permutacji, a potem
drugiej, to mozemy tej parze przypisaé trzecia permutacje, ktora da ten
sam efekt. Galois nazwal taki system laczenia permutacji grupg permutacyi.
Kluczowym pomystem jego pracy bylo rozkladanie grup permutacji na
prostsze grupy, ktére wspoélezesny matematyk, Mark Ronan (Symmetry and
the Monster, Oxford University Press, 2006), nazywa atomami symetrii.
Nazwa ta jest trafna — atom pochodzi od greckiego niepodzielny, wiec to
okredlenie pasuje do grup, ktérych na prostsze roztozy¢ si¢ nie da. Mniej
romantyczna nazwa tych atomoéw to grupy proste.

Powiemy, ze zbiér permutacji P generuje grupe G, jesli dowolng permutacje
z G mozemy przedstawi¢ jako zlozenie poteg elementéw zbioru P, gdzie
potega permutacji p to jej wielokrotne ztozenie. Grupa G jest cykliczna, jesli
generuje ja jeden element. Rzedem grupy G nazywamy liczbe jej elementow,
za$ rzad elementu p to moc grupy generowanej przez ten element. Pierwsze
atomy symetrii, jakie udalo si¢ znalezé, to grupy cykliczne o rzedach
bedacych liczbami pierwszymi. Jakie sg inne atomy? Czy mozemy te atomy
w jaki$ sposéb sklasyfikowaé?

Grupy Liego, ktére powstaly w zwiazku z jego badaniami nad réwnaniami
rozniczkowymi, oraz pomyst Killinga na uklad okresowy tych grup

nadaly kierunek poszukiwaniom. Udalo sie sklasyfikowaé istniejace

atomy, umieszczajac je w odpowiednich rodzinach. Okazalo si¢ jednak, ze
na tym nie koniec.

Puszka Pandory. W opowiadaniu Uncle Petros and Goldbach’s Conjecture
autorstwa Apostolosa Doxiadisa pojawia sie matematyk, ktéry przez cala
swojg kariere probuje rozwiazaé pewien stary problem. Mianowicie, czy kazda
parzysta liczbe wieksza od 2 mozemy przedstawi¢ jako sume dwdch liczb
pierwszych? Jest to jedno z pytan, na ktore do tej pory nie udato sie znalezé
odpowiedzi, chociaz poszukiwania trwaja od dawna. Co sprawia, ze niektére
problemy matematyczne sg tak cigzkie do rozwiazania? Czy, tak jak w tym
przypadku, trudnos¢ polega na tym, ze nie wiemy, jak sie do tego zabrac, czy
moze po prostu droga do rozwigzania jest dluga i stroma?
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Rozwigzanie zadania F 832.

W oérodku sprezystym lokalne zaburzenia
gestosci rozprzestrzeniaja sie z predkoscia

dzwigku ¢. Dla wody ¢ = 1500 m/s.
Zmiana predkosci wody wywolana
zamknieciem zaworu w czasie At dotrze
na odlegltosé | = cAt, zatrzymana

zostanie masa wody m = [pS, gdzie S jest

polem przekroju rury, a p = 103 kg/m3

oznacza gestosé wody. Zmiana pedu wody

wynosi mu. Ci$nienie p wody na zawdér

wyniesie wiec

p=

1 mu
— — = pcu.
sat "’

Dla predkosci w = 1 m/s ci$nienie jest
réwne p = 1,5 - 10° Pa = 15 atm.

Rozwigzanie zadania M 1384.
Z twierdzenia Talesa wynika,
ze AD || SQ || TR || BC, wigc

STRQ i ABCD

sg trapezami

o stosunku wysokosci 1 : 4.

B

Przez a oznaczmy diugo$c¢ odcinka
SQ. Wowczas AD = a, TR = 2a
oraz BC = 3a. Zatem

[STRQ]

[ABCD]
_ (a+2a)-h

2

2

’ (a + 3a) - 4h

= 3/16.

Do tej drugiej grupy probleméw zdecydowanie nalezy zaliczyé (przynajmniej
dzi$) twierdzenie Feita-Thompsona o nieparzystym rzedzie. Jego sformutowanie
jest bardzo proste:

Jesli atom symetrii nie jest cykliczng grupg o rzedzie bedgcym liczbg pierwszq,
to jego rzqd jest parzysty.

Dowdéd mial jednak 255 stron i zajat caly numer Pacific Journal of Mathematics.
Dlaczego jednak twierdzenie to bylo tak wazne przy poszukiwaniu atomow
symetrii?

Cauchy udowodnil, ze jesli rzad grupy dzieli si¢ przez liczbe pierwsza p, to

w grupie tej istnieje element rzedu p. Jesli wige rzad atomu symetrii jest
liczba parzysta, to atom ten musi zawiera¢ element rzedu 2. Taki element

(a dokladniej mnozenie przez niego) zachowuje sie podobnie jak symetria
lustrzana. Jesli odbijemy przedmiot raz, to znajdzie si¢ on po drugiej stronie
lustra, a jesli odbijemy go ponownie, to wrdci na swoje miejsce. Skladajac

te symetrie z innymi, mozemy otrzymac symetrie wzgledem innego lustra.
Znajda sie jednak takie symetrie, ktére utrzymaja lustro w tym samym miejscu.
Podgrupe permutacji niezmieniajacych wybranego lustra bedziemy nazywac
przekrojem poprzecznym. Do czego potrzebny jest nam jednak taki twor?

Pomyst jest prosty. Zamiast szukaé¢ atomow symetrii, sprobujmy zrozumiec
ich przekroje poprzeczne. Zacznijmy od przekrojéw znanych nam atomdéw
i pokazmy, ze nie moga istnie¢ inne, majace te same przekroje. Okazalo sie
jednak, ze to nie takie proste.

Nowe atomy. W potowie XIX wieku, kiedy opublikowane zostaly prace
Galois, wielu matematykdéw zainteresowalo si¢ teoria grup, a w szczegélnosci
grupami permutacji. Powstalo wtedy pojecie tranzytywnej (przechodniej)
grupy permutacji. Grupa ta, dzialajac na zbiorze obiektow, spetniata
warunek, ze dowolnie wybrany obiekt mozemy zamieni¢ miejscami

z dowolnym innym obiektem. W podobny sposéb mozemy zdefiniowaé grupy
wielokrotnie przechodnie. Grupa k-przechodnia to taka, ktora dla dwdch
dowolnych podzbioréw ztozonych z k obiektow zawiera przeksztalcenie,
ktore zamienia miejscami odpowiednie pary tych obiektow. Badajac

grupy 5-przechodnie, francuski matematyk Mathieu wpadt na $lad dwoch
nowych atomoéw, ktore oznaczyl odpowiednio M12 i M24. Nie udalo mu sie
jednak udowodnié¢ istnienia tych grup. W koncu, ponad 70 lat p6zniej,

na seminarium w Hamburgu, niemiecki matematyk Ernst Witt zdefiniowat
24 symbole, ktorych grupa symetrii to wlasnie M24.

Interesujace jest, ze atomy Mathieu nie nalezg do zadnej ze znanych rodzin
atoméw. Skoro jednak znalezlismy kilka samotnych atoméw (takie samotne
atomy zostaly nazwane grupami sporadycznymi), to czy moze by¢ ich wiecej?

Odpowiedz brzmi: tak. Korzystajac z opisanych wczesniej przekrojow
poprzecznych, matematycy Janko i Thompson odnalezli grupy, nazwane na
czes¢ Janko J1, J2 1 J3.

Radio i sieci. Pierwsze odkryte grupy sporadyczne miaty nadspodziewanie
duzo elementéw. Na przykltad, najmniej liczna sposréd grup odkrytych
przez Mathieu miata ich 7920. Powstalo pytanie, jakie to obiekty moga mieé
tak liczne i nietypowe grupy symetrii.

Inspiracja przyszta od strony radia. W czasach pierwszych transmisji
radiowych czesto zdarzalo sie, ze dzwieki zakldcane byly przez szumy, mimo
ze stacje radiowe staraly sie zachowywaé jak najwyzsza jako$é transmisji.
Szukajac rozwiazania problemu, Claude Shannon z Bell Labs zaproponowat,
by sygnal radiowy wysylany byt jako seria krotkich dzwiekéw kodujacych
informacje w taki sposob, zeby niewielkie zakl6cenia mogty byé natychmiast
poprawiane, co zwigkszyloby jako$é¢ przekazu.
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Dogodnym modelem takich sytuacji sa gesto upakowane sieci o ustalonej
odlegtosci miedzy weztami, na dodatek w wielowymiarowej przestrzeni.

Badajac przestrzen o wymiarze réwnym 24, matematyk John Leech
zdefiniowal nowa sieé¢ tego typu (nazywana krata Leecha). Doszedl on
réwniez do wniosku, ze jest to struktura na tyle ciekawa, ze warto sprawdzi¢,
co kryje grupa jej symetrii. Udato mu si¢ przekonaé innego matematyka,
Johna Conwaya, by zajal si¢ badaniem mozliwosci otrzymania z niej
kolejnych atomdéw symetrii, co doprowadzito Conwaya do uzyskania trzech
nowych atoméw Col, Co2 i Co3.

Potwor Fischera. Matematyk Bernd Fischer postanowit zajaé sie
problemem, ktérego sformutowanie byto proste: jakie grupy permutacji,
generowane przez permutacje rzedu 2, zachowuja si¢ podobnie jak
transpozycje? Transpozycja to permutacja, ktéra zamienia miejscami dwa
ustalone elementy. Latwo jest wykazac, ze ztozenie dwdch transpozycji
ma albo rzad 2, albo rzad 3. Te permutacje, tak zblizone do transpozycji,
nazywamy transpozycjami Fischera. Fischerowi udato sie udowodnié¢
nastepujace twierdzenie:

Jesli atom symetrii (albo cos bardzo do niego podobnego) jest generowany
przez transpozycje Fischera, to moze on byc tylko jednym z 6 typow obiektow.

Analizujac te typy obiektéw, Fischer uzyskal trzy nowe interesujace grupy,
blisko zwiazane z grupami Mathieu M22, M23, M24. Oznaczy! je jako

Fi22, Fi23 1 Fi24. Fi22 i F123 sa atomami, za$ Fi24 zawiera olbrzymi atom
rozmiaru 1255205709190 661 721 292 800.

Mozemy poréwnaé transpozycje Fischera do luster, ktére odbijaja czesé
obiektéw, a reszte pozostawiaja niezmieniona. Jesli ustawimy dwa lustra

pod katem «, to ztozenie odbi¢ w tych lustrach bedzie obrotem o kat 2a.
Jedli rzad zlozenia dwoch symetrii lustrzanych ma byé réwny 2 lub 3, to katy
pomiedzy lustrami moga by¢ tylko réwne 90° lub 60°. Rozwazajac pewne
specyficzne zbiory tych luster, czyli uklady generatoréw, Fischer udowodnit
podane wczesniej twierdzenie.

Nastepny krok mozna przedstawié¢ jako dopuszczenie ustawienia luster pod
katem 45°. To doprowadzilo Fischera do wigkszego atomu, ktéry zdawatl

sie zawiera¢ F'i22. Dzieki temu udato mu sie stworzy¢ nowy atom symetrii,
ktéry nazwat M?22. Dodatkowo zauwazyl, ze M?? moze by¢ przekrojem
poprzecznym innego atomu symetrii, ktéry z powodu powiazan z Fi24
zostal oznaczony jako M?4. Istnialo podejrzenie, ze pomiedzy M?? a M?*
ukrywa sie trzecia grupa, wiec Conway, z ktérym Fischer podzielil sie swoimi

:& spostrzezeniami, nazwal te trzy grupy odpowiednio Matym Potworem,

' Srednim Potworem i Super Potworem. Gdy pdzniej okazalo sie, ze Sredni

Rozwigzanie zadania M 1386. Potwor nie moze istnieé¢, nazwy zmieniono na Maly Potwdr i Potwor.

Zalézmy przeciwnie, ze T1,...,Tn

to pierwiastki rzeczywiste naszego POtWéI‘ okazal S1€ byé grupa, ktéreJ I‘Z@d Wynosi

wielomianu. Wéwczas 4 5 5

o b ay 52" L an_az™ 4+ ag = 216.320.59.112.13%.17-19-23-29-31 - 41 -47-59 - 71 =~ 8 - 10°3.

= (@ —w)(@ =) .. (z=2n). Naukowcom z Cambridge udalo sie udowodnié, ze Potwér nietrywialnie

Poréwnujac wspolczynniki dziala na przestrzeni o wymiarze 196 883. Najoszczedniejsza forma

przy «" "' i 2" "%, dostajemy L . ’ . . . . ; .
w jakiej udalo sie zawrzeé¢ pelne informacje o tej grupie, ma postaé tabeli

0= Zx 0= E zie;. 0194 wierszach i tyluz kolumnach. Aby ja wypelnié (obliczy¢), potrzeba

=1 1<i<i<n byto roku pracy, w ktéra zaangazowano wszystkie (6wezesne) komputery

Stad uniwersytetu w Birmingham.

2 2
i +...+tx, =

2 Jako ze dwie podgrupy Potwora réwniez okazaly sie atomami symetrii, to
= (Zm> - QZW%‘ =0, w sumie udalo si¢ odnalezé 25 atoméw niezrzeszonych w znanych wczesniej

: i< rodzinach. W 1975 roku Janko udowodnil istnienie jeszcze jednego atomu,
icc w1 = ... =, = 0. Zat , . S .
wiee = = E = U Aatem J4, ktory wkrétce zostal doktadniej opisany. Od tego czasu liczba tych
Ap—-3 = ... = a9 = O, CcOo _](-)ht sprzeczne . . . . . . . . . . . .
2 zalozeniem. waznych grup juz sie nie zmienila i sie nie zmieni.
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