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Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n + 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwoch

lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesyla¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:

WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw

®

-

jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

to tytul Weterana. Szczegdlowy

Zadania z matematyki nr 661, 662
Redaguje Marcin E. KUCZMA

661. Dany jest trojkat réownoboczny ABC oraz punkt D na boku BC. Punkty
E, F,G, lezace odpowiednio na bokach AB,C'A, BC, sa wyznaczone przez

Termin nadsylania rozwigzan:
31 VII 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
647 (WT = 1,34) i 648 (WT = 2,68)
z numeru 10/2012

Janusz Olszewski
Wojciech Nadara
Pawel Labedzki Kielce 36,92
Witold Bednarek Lodz 36,54
Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,52
Krzysztof Kaminski Pabianice 33,44

Warszawa 41,89
Warszawa 39,64

Rozwigzania zadan z numeru 1/2013
Przypominamy tres¢ zadan:

653. W egzaminie testowym pytania sg ponumerowane 1,2,...,n.
Za prawidlows odpowiedz na k-te pytanie uczestnik otrzymuje

k punktéw; za blednag (lub brak odpowiedzi) otrzymuje —k punktéw.
Po zliczeniu wynikéw okazalo sig, ze w kazdej tréjce uczestnikow
znajduja si¢ dwaj tacy, ktérzy uzyskali rézne sumy punktow. Jaka
jest najwigksza liczba uczestnikéw, dla ktérej taka sytuacja mogta
mieé¢ miejsce?

654. Ciag (x,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym
2
Ly . - .
dlan=0,1,2,...;

x 1= —————
n+ etn — 1 )

wyraz poczatkowy xo jest dowolng liczbg dodatnig. Obliczy¢ granice

limy, 0o NT, .

653. Wynik uzyskany przez uczestnika jest liczba postaci
+1+2+... £ n (dowolny uktad znakéw). Wszystkie takie
liczby sa jednakowej parzystosci. Zatem zbiér mozliwych
wynikéw zawiera si¢ w zbiorze
{-N, - N+2,—-N+4, ..., N—4, N -2, N},
1

gdzie N = %
Ten ostatni zbidr liczy N + 1 elementéow. Wykazemy, ze
kazdy element jest mozliwym wynikiem.

Uczestnik z przynajmniej jedna dobra odpowiedzig uzyskal
wynik Y ie;, gdzie &; = +1 i nie wszystkie &; s réwne —1.
Zamieniamy ciag (e1,...,,) na ciag (¢1,...,¢ey) okreslony

nastepujaco:
e gdy 1 = 1, bierzemy &7 = —1, pozostale €} = ¢;;
e gdy €1 = —1, znajdujemy najmniejszy numer j, dla ktérego

gj =1 (wiec ;-1 = —1); przyjmujemy ¢;_; =1, e = —1,

pozostale &} = ¢;.

22

warunki DE | AB, EF | CA, FG 1 BC'. Proste DE i FG przecinaja sie
w punkcie P. W jakim stosunku prosta AP dzieli odcinek BC?

662. Ciag (x,) jest okreslony wzorem rekurencyjnym

22
Tpi1=——— dlan=0,1,2,...;
ern —1
wyraz poczatkowy xg jest dowolna liczbg dodatnia. Obliczy¢ granice
2— n
lim 771( nn) .
n—oo Inn

Zadanie 662 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa. Jest to kontynuacja
zadania 654 (ktérego rozwiazanie widzimy ponizej).

Uczestnik z ,wektorem odpowiedzi” (1, ...,&},) ma wynik
(Z 15;) = (Z isi) — 2. Startujac od prymusa z wektorem
(1,...,1), czyli z wynikiem N, mozemy w opisany sposdb

wygenerowaé kolejno wyniki N — 2, N — 4 itd., az do —N;
tacznie N 4 1 wynikow.

Warunek zadania zada, by kazdy wynik pojawit si¢
co najwyzej dwukrotnie. Gdy pojawi si¢ doktadnie
dwukrotnie, da to szukane maksimum, réwne
20N+ 1) =n>+n+2.

654. Wszystkie wyrazy x, sa liczbami dodatnimi.

Z nieréwnosci €” > 1+ z (dla = > 0) wynika, ze ciag (x,)
jest malejacy — zatem zbiezny do granicy g > 0. Rownanie
(€™ — 1)an11 = 22 daje w granicy zaleznoéé (e? — 1)g = ¢,
ktora nie zachodzi dla zadnej liczby dodatniej g (w my$l tej
samej nieréwnosci). Zatem g = limz, = 0.

Zastosujemy twierdzenie Stolza. Méwi ono, ze jesli (by) jest
ciagiem rosnacym do nieskonczonosci, to
. a . an+1 — a
lim 2% — ljm At —%n
n—oo Op

n— oo bn+1 — bn

dla kazdego ciagu (a,), dla ktérego granica po prawej stronie

istnieje.

Biorac a, = 1/acn7 b, = n, mamy w mianowniku wyrazenia

po prawej stronie jedynke, a w liczniku:
1 1 e’ —1 1

e —1 —x,

Tmi1  Tn X2 Tn x2
Gdy n — oo (wigc x,, — 0), ten iloraz dazy do 1/2; widaé
to na przyktad z poczatkowego fragmentu rozwiniecia
potegowego e =1+ z + %xQ + o(2?) (przy « — 0). Tak wicc
lim1/(zy - n) = lim(an/bn) = 1/2, czyli limnz, = 2.
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
544 (WT = 2,08) i 545 (WT = 1,24)
z numeru 10/2012

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 39,02

Tomasz Rudny Warszawa 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,13
Krzysztof Magiera Losiéw 28,34

Zadania z fizyki nr 558, 559
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

558. Jednoatomowy gaz doskonaly poddano przemianie przedstawionej

na wykresie pV (rys. 1). Konice odcinka AB leza na tej samej izotermie,

a odpowiadajace im objetosci wynosza Vi i Va. Jaka jest cze$é¢ odcinka AB,
dla ktorej gaz pobiera cieplo w tej przemianie?

559. Cienkie szklane naczynie ma w przekroju ksztalt trapezu, a jego dno

ma ksztalt prostokata (rys. 2). Do naczynia nalano wody o wspoélczynniku
zalamania n = 1,33. Jaka warto$¢ musi mieé¢ kat o miedzy podstawa a $cianka
naczynia, aby przez boczna $cianke nie byto wida¢ monety umieszczonej

pod dnem naczynia?

Rozwigzania zadan z numeru 1/2013

Przypominamy tresé zadan:

550. Cienki arkusz papieru przyci$nigty jest do stolu jednorodnym pretem o masie m. Goérny koniec
preta jest zamocowany przegubowo. Kat miedzy pretem i kartka wynosi a (rys. 3), wspdlczynnik
tarcia migdzy nimi wynosi p. Migdzy kartka a stolem tarcia nie ma. Jaka minimalng, poziomg sil¢

trzeba przytozy¢ do kartki, aby wyciagnac¢ ja spod preta?

551. Cewke o indukcyjnoéci L doltaczono do gérnych koncéw dwéch rownoleglych szyn
przewodzgcych ustawionych pionowo. Odstep migdzy szynami jest réwny [. Jednorodne pole
magnetyczne o indukcji B ma kierunek poziomy i jest prostopadle do plaszczyzny szyn. Poziomy,
przewodzacy pret o masie m moze porusza¢ sie w polu magnetycznym wzdtuz szyn w ten sposéb, ze
stale si¢ z nimi styka. Opér i samoindukcj¢ przewodnikéw oraz tarcie preta o szyny zaniedbujemy.
Znalezé zalezno§é polozenia preta od czasu z(t) (rys. 4). Predko$é poczatkowa preta jest réwna zeru.

550. Kartke uda sie wyciagnaé, gdy przytozona sita F' przekroczy maksymalna
wartosé tarcia statycznego miedzy pretem i kartka: F' > Thax = uFn, gdzie Fiy jest
sitg nacisku preta na kartke, rowng co do wartodci sile reakcji F'r kartki na pret.
Rozwazmy sytuacje graniczna, gdy sita tarcia osiagneta maksymalna wartosc,
a ukltad pozostaje jeszcze w réwnowadze. Oznacza to, ze wszystkie silty dzialajace
na pret rownowaza sie, a wypadkowy moment tych sit wzgledem dowolnego punktu
wynosi 0. Warunek réwnowagi momentéw sit wzgledem punktu A (rys. 5) ma postaé
mg% cos @ = Tmax!sina + Frlcos a, gdzie | jest dtugoscia preta. Uwzgledniajac, ze
Fr = Tmax/ 14, otrzymujemy
£mg cos
cosa + psina’

551. Gdy pret zaczyna opadaé¢ pod wpltywem sity cigzkosci, miedzy punktami styku
z szynami powstaje sita elektromotoryczna indukeji € = Bvgl, gdzie v, = Az /At
jest szybkoscig zmian potozenia preta. Prad indukeyjny ptynie w takim kierunku,
zeby przeciwdziala¢ zmianom strumienia pola magnetycznego, ktore go wywotuja,
czyli sita elektrodynamiczna dziatajaca na pret ma zwrot przeciwny do sity ciezkodci.
Roéwnanie ruchu preta ma wiec postaé ma, = mg — BIl, gdzie I jest natezeniem pradu
w obwodzie. Mozemy tez napisaé¢ drugie prawo Kirchhoffa dla obwodu zawierajacego
pret i cewke: Buyl = LAI/t. Uwzgledniajac warunki poczatkowe z(0) = 0 oraz
I1(0) = 0, otrzymujemy Bzl = LI. Wstawiajac otrzymane stad wyrazenie na natezenie
pradu do réwnania ruchu, mozemy zapisaé je w postaci
BP? mgL
Jest to réwnanie oscylatora harmonicznego. Pret drga wokél potozenia réwnowagi,
ktorego wspoélrzedna wynosi
mgL
o = BTIZ
Sita elektrodynamiczna w tym potozeniu rownowazy site ciezkosci. Zalezno$é
potozenia preta od czasu dana jest wzorem x = xg + Asin(wt + ¢), gdzie
czestosé drgan jest réwna w = Bl/v/mL. Zalezno$é predkosci od czasu ma postaé
vz = Aw cos(wt + ¢). Amplitude drgan A i faze poczatkowa ¢ mozemy wyznaczy¢
z warunkéw poczatkowych: 2(0) = zo + Asinp = 0 oraz v;(0) = Awcosp = 0.
Uwzgledniajac, ze A > 0, otrzymujemy ¢ = —7/2 oraz A = z¢. Ostatecznie
zaleznosé polozenia preta od czasu ma postaé (rys. 6)
mgL

T= oo (1 — coswt).
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