Informatyczny kacik olimpijski (62): Infiltracja

Tym razem zajmiemy sie zadaniem z finaléw Akademickich Mistrzostw Swiata
w Programowaniu Zespotowym 2012, ktére odbyty si¢ w Warszawie. Zadanie
zatytutowane Infiltration zostato rozwiazane przez 31 sposréod 112 druzyn i byto
$rednim pod wzgledem trudnosci zadaniem na tych zawodach.

W zadaniu dany jest graf skierowany o n wierzchotkach (n < 75), w ktérym kazda
nieuporzadkowana para wierzchotkéw u i v (u # v) jest potaczona doktadnie
jedna krawedzia skierowana (taki graf nazywa si¢ turniejem). Mozemy wykonywaé
operacje klikniecia w wierzcholek, co powoduje zaznaczenie tego wierzchotka

oraz wszystkich wierzchotkéw, do ktérych wchodzi z niego bezposrednia krawedz.

Naszym celem jest zaznaczenie wszystkich wierzchotkéw grafu, chcemy przy tym

zminimalizowaé liczbe kliknieé. Nalezy podaé te liczbe oraz dowolny podzbior
wierzchotkéw, ktore nalezy kliknaé, aby uzyskaé¢ 6w wynik. Wierzchotki moga by¢

zaznaczane wielokrotnie.

Rysunek obok przedstawia przyktadowy turniej dla n = 4. Klikniecie
w wierzchotek numer 1 powoduje zaznaczenie wierzchotkéw 1, 2 oraz 3.

Dosy¢ intrygujace w tym zadaniu wydaje si¢ choéby
ograniczenie na rozmiar danych wejsciowych. Maksymalny
rozmiar grafu n < 75 wskazuje raczej na algorytm
wielomianowy. Rzadko kiedy mamy jednak do czynienia

z algorytmami o ztozonosci O(n*) czy O(n®). Okazuje sie,
ze w tym zadaniu poszukujemy wtasnie takiego algorytmu.

Czasami, aby rozwiazaé¢ zadanie dobrze, nalezy najpierw
rozwiazaé zadanie zle. Pierwszym pomystem, ktéry mégltby
sie nasunad, bytoby rozwigzanie heurystyczne. Na przyktad
takie: wybieramy wierzchotek o najwigkszym stopniu

i klikamy go, nastepnie wyrzucamy z grafu wszystkie
zaznaczone wierzchotki i analogicznie probujemy zaznaczyé
reszte. Rozwiazanie to moze nie zadziataé (choéby

wtedy, gdy wszystkie wierzchotki maja réwny stopien).
Narysowanie kontrprzyktadu pozostawiam Czytelnikowi
(nie jest to, whrew pozorom, takie tatwe!). Pytanie, jakie
nalezaloby sobie w tym momencie zadaé, brzmi: jaki wynik
w najgorszym przypadku zwréci owo btedne rozwiazanie?
Odpowiedz moze by¢ zaskakujaca: zaledwie szesé!

Zauwazmy, ze kazdy wierzcholek jest incydentny z n — 1
krawedziami. Moga by¢ one skierowane albo od niego,
albo do niego. Nie moze by¢ tak, zeby kazdy wierzcholek
miat wigkszy stopien wejsciowy niz wyjsciowy, wiec

w grafie musi istnie¢ wierzchotek o stopniu wyjsciowym
€O najmniej ("T_l] To oznacza, ze w pierwszym kroku
zaznaczamy co najmniej potowe wierzchotkéw. Ponadto
po usunieciu zaznaczonych wierzchotkéw oraz krawedzi

z nimi incydentnych otrzymujemy nadal turniej, a zatem
wtlasno$é ta zachodzi nie tylko w pierwszym kroku, ale

w kazdym. Stad, jesli n = 75, to w kolejnych krokach
zostaje nam co najwyzej 37, 18, 8, 3, 1, 0 wierzchotkéw
niezaznaczonych. Czyli w najgorszym przypadku wynik dla
naszego problemu wynosi sze$¢, ponadto mamy algorytm,
ktory takie rozwiazanie znajduje.

Wystarczy zatem sprawdzié¢, czy wynik moze by¢

réwny pie¢ lub mniej. Najprostsze naiwne rozwiazanie
rozpatruje rzedu n® konfiguracji wierzcholkéw, co

dla n = 75 daje ponad 2 miliardy, czyli zdecydowanie

za duzo (zwlaszcza ze liczba przypadkéw do rozpatrzenia
w jednym pliku testowym wynosita kilkanascie). Czy
naprawde jest az tak zle? Okazuje sie, ze nie. Bardzo
tatwo zauwazy¢, ze kolejnos$¢ klikania wierzchotkéw jest
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bez znaczenia. To oznacza, ze mozemy rozpatrywac
kazda nieuporzadkowang piatke wierzchotkow tylko raz
(w poprzednim rozwiazaniu kazda taka piatke
analizowaliby$my 5! = 120 razy), a zatem realnie

do przetestowania jest niecate 20 milionéw takich pigtek.

Wydawaloby sie, ze to juz koniec. 20 milionéw
operacji jest wartoscia akceptowalna. Sek w tym,

ze po uwzglednieniu czasu na klikanie i zaznaczanie
wierzchotkow, a takze sprawdzenie, czy wszystkie
wierzcholki sa juz zaznaczone (co z grubsza kosztuje
O(n)), sytuacja wyglada zupelnie inaczej — nadal
przekraczamy limit czasu. Czy to oznacza, ze nalezy
wykonaé jeszcze mniej sprawdzen? Na szczescie nie,
mozemy bowiem zredukowaé czas sprawdzenia.

Zbioér krawedzi wychodzacych z kazdego wierzchotka mozna
reprezentowa¢ w postaci maski bitowej (w tym przypadku
mozna zastosowaé na przyktad tréjke liczb 32-bitowych
lub pare liczb 64-bitowych). Dla utatwienia implementacji
mozemy dla wierzchotka ¢ ustawi¢ dodatkowa jedynke

na pozycji ¢, wtedy maska bitowa bedzie reprezentowac
wszystkie wierzcholki, ktére zostana zaznaczone po
kliknieciu w wierzchotek i. Jesli chcemy poznaé zbior
zaznaczonych wierzchotkow, powinnismy wzia¢ maski
bitowe wszystkich kliknietych wierzchotkéw i skorzystaé

z bitowej operacji alternatywy (or). Teraz, aby dowiedzieé
sie, czy zaznaczyliSmy wszystkie wierzchotki, wystarczy
sprawdzi¢, czy maska bitowa zawiera same jedynki.
Zastosowanie masek bitowych pozwala zatem przyspieszy¢
proces sprawdzania, czy dana piatka wierzchotkéw jest
rozwigzaniem, o czynnik proporcjonalny do liczby bitéw
dostepnych w wybranym typie catkowitoliczbowym.

Na koniec zauwazmy, ze oszacowanie liczby konfiguracji

przez g—? jest bardzo pesymistyczne. W zestawie testéw
nie znalazt sie ani jeden przypadek z wynikiem 6. Pozwala
to sadzié, ze podany algorytm znajdzie rozwigzanie duzo
wczesniej. Wystarczy choéby, zeby kombinacji dajacych
wynik 5 byto kilka lub zeby algorytm heurystyczny
(podany na poczatku) dat wynik 5. Proponuje Czytelnikom
przygotowanie ztosliwych testéw do tego zadania, jest to
catkiem trudne wyzwanie.
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