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Dziewie¢ twarzy plaszczyzny rzutowej
Marek KORDOS

W Delcie 6/2011 artykul Marii Donten-Bury o plaszczyZnie rzutowej zostal
poprzedzony przedstawieniem szesciu jej (plaszcezyzny, nie Marysi) postaci,

pod jakimi daje sie nam ona zaobserwowa¢. Wobec tego, ze postacie te sg
bardzo réznorodne, nasunac sie moze watpliwos¢, czy faktycznie wszystkie

sg wcieleniami tego samego matematycznego obiektu. Ponizej jest przedstawiony
sposob, jak te watpliwo$¢ mozna rozstrzygnac.

Zacznijmy od malarstwa, bo z jego doswiadczen geometria rzutowa powstala.

A wlasciwie od optyki. Zapewne kazdy z nas widzial, jak linie réwnolegle —
brzegi prostej szosy, biegnace prosto tory kolejowe — zblizaja si¢ do siebie wraz
z oddalaniem sie od nas. Zjawisko to bierze sie z faktu, ze oddalajacy sie od nas
(i nieskierowany w naszym kierunku) odcinek widzimy — gdy sie oddala — pod
coraz mniejszym katem.

Przeniesienie tego spostrzezenia na plaszczyzne obrazu dato, zainicjowany we
wezesnym Odrodzeniu, zbiér regul rysunkowych zwany perspektywa zbiezna.
Na widocznej obok miniaturce obrazu Zwiastowanie (1486 r.) Carlo Crivellego
dorysowane zostaly linie podkreslajace spotykanie sie linii réwnolegtych.
Spotykanie sig, ale — wlasnie — gdzie? Malarze odrodzeniowi nazwali to
miejsce horyzontem i — w przypadku plaszczyzny — uznali je za prosta.
Poniewaz jednak, jak wiedzieli, jej nie ma, wiec czasem horyzont tytutowali
prostg w nieskonczonosci.

Sposéb, w jaki proponowala rysowaé perspektywa zbiezna, zostal potwierdzony
przez urzadzenie zwane camera obscura — pierwowzor aparatu fotograficznego.
W momencie upowszechnienia fotografii malarze (impresjonisci — patrz Teoria
widzenia Wladyslawa Strzeminskiego) sprawe horyzontu skomplikowali. Jednak
matematycy zatrzymali si¢ przy klasycznej perspektywie zbieznej i stworzyli
jej idealng wersje — teorie¢ zwana geometria rzutowa. Tak wiec pierwsze oblicze
plaszczyzny rzutowej — nazwijmy je malarskim — to narysowany zgodnie

z zasadami perspektywy zbieznej ptaski pejzaz.

Nietrudno zauwazy¢, ze malarska plaszczyzna rzutowa spelnia nastepujace
warunki:

A1l. Przez kazde dwa punkty przechodzi prosta.
A2. Kazde dwie rézne proste maja dokladnie jeden wspdlny punkt.
A3. Istnieje czworokat.

Istotnie, dla dwoch ,zwyklych” punktow istnieje przechodzaca przez nie prosta.
Ale istnieje ona takze, gdy jeden z punktéw jest ,zwykly”, a drugi jest punktem
horyzontu. No i wreszcie — zgodnie z umowa — przez dwa punkty horyzontu tez
przechodzi prosta: horyzont wlasnie. Zatem wlasnos¢ A1l jest spelniona. Dwie
»zwykle” proste nie maja wspélnego punktu, gdy sa rownolegte — ale wtedy
maja wspélny punkt na horyzoncie. Kazda ,zwykla” prosta ma tez doktadnie
jeden punkt wspélny z horyzontem. Wtlasno$¢ A2 tez jest wiec spelniona.
Wreszcie czworokat (A3) istnieje juz na zwyklej plaszczyZnie.

W artykule MDB takie oblicze plaszczyzny rzutowej nazwano aksjomatycznym,
co oznacza, ze kazda strukture, majaca wlasnoéci A1, A2 i A3, uwazamy za
plaszczyzne rzutowa. To moga byé bardzo rézne obiekty, co fachowo wyraza
stwierdzenie, ze ta aksjomatyka nie jest kategoryczna.

Tu jednak zajmiemy si¢ tylko obiektami zbudowanymi doktadnie tak, jak
plaszczyzna malarska (fachowo moéwiac — izomorficznymi z nia). Pierwszym

. z nich bedzie oblicze ptaszczyzny rzutowej niewymienione przez MDB.

Nad plaszczyzna malarska umiesémy punkt i nazwijmy go $rodkiem. Zamienimy za
jego pomoca malarskie oblicze plaszczyzny rzutowej na oblicze srodkowe. Punktami
w tym modelu (to bardziej fachowa nazwa oblicza) plaszczyzny rzutowej beda
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Rys. 1. Fragment modelu malarskiego
jest narysowany kolorem. Punkty A i B
przechodza na proste A i B. Prosta k
przechodzi na plaszczyzne k. Prosta C to
obraz punktu w nieskonczonosci prostej k,
a plaszczyzna h to obraz horyzontu
modelu malarskiego.

Rys. 2. Na rysunku jest pi¢¢ punktéw,
trzy z nich to bliZni¢ta. Prosta k jest
linig zamkniety (jak wszystkie proste
plaszczyzny rzutowej) i lezy na niej
punkt C. Kolorowa linia jest ciagla

i pokazuje, jak z punktu A mozna przejsé
do punktu B, nie przecinajac prostej k.

proste przechodzace przez srodek. Dokladniej: kazdemu punktowi modelu
malarskiego przyporzadkujemy prosta przechodzaca przez ten punkt i przez
srodek. Zauwazmy, ze otrzymamy w ten sposob wszystkie proste przechodzace
przez $rodek: przeciez prosta réwnolegta do plaszczyzny malarskiej ma

wspolny punkt horyzontu z réwnolegla do niej prosta na tej ptaszczyznie.
Wszystkie te proste modelu srodkowego, powstale z punktow pewnej prostej
modelu malarskiego, tworza plaszczyzne, ktéra bedziemy traktowali jak

prosta w modelu srodkowym. Znéw otrzymamy wszystkie plaszczyzny
przechodzace przez srodek — plaszczyzna réwnolegla do plaszcezyzny malarskiej
to obraz horyzontu (prawda?).

Gdy odrzucimy model malarski, z ktérego powstal model $rodkowy, zobaczymy
od razu, ze nie mozna odgadnaé, ktére proste, pelniace teraz obowiazki
punktow, powstaly ze zwyklych punktéw, a ktore z punktéw horyzontu.
Podobnie jest z plaszczyznami, pelniacymi tu role prostych. Zatem

plaszczyzna rzutowa jest jednorodna,

nie dzieli si¢ na lepsze i gorsze punkty czy proste, jak sugerowatby model
malarski.

7 modelu $rodkowego mozna dalej péjs¢ dwiema drogami. Zacznijmy od drogi
algebraicznej — wprowadzmy uklad wspoélrzednych, ktérego poczatek bedzie

w $rodku modelu érodkowego. Jak tatwo zauwazy¢, kazdy z punktéw dowolnej
prostej, przechodzacej przez srodek, ma wspolrzedne postaci A(p, ¢, ), gdzie
(p,q,r) jest dowolnie obranym, réznym od srodka punktem tej prostej, A zas
przebiega wszystkie liczby. Jest zatem naturalne, by uznaé¢ za wspélrzedne tej
prostej dana z doktadnoscia do proporcjonalnosci tréjke liczb [p, g, r]~. Te trdjki
(z wylaczeniem tréjki samych zer) to beda punkty modelu algebraicznego.

Z kolei plaszczyzny przechodzace przez poczatek uktadu wspélrzednych maja
réwnania postaci ax 4+ by + cz = 0, przy czym tréjka (a, b, ¢) tez jest dana

z doktadnosciag do proporcjonalnoéci. Nic przeto bardziej naturalnego niz
uznanie [a, b, ¢|~. za wspllrzedne plaszezyzny, czyli teraz — prostej modelu
algebraicznego. Oczywiscie, punkt [p, g, ]~ lezy na prostej [a,b, ¢].. wtedy

i tylko wtedy, gdy ap + bg + cr = 0, co nie ulega zmianie, gdy ktéras z trojek
zamienimy na proporcjonalna.

Zapomnijmy teraz o geometrii, z ktérej powstal ten model. Okazuje sie, ze
w modelu algebraicznym punkty niczym nie réznia sie od prostych — mozna je zatem
zamienia¢ i zadna réznica nie powstanie. Stad wazny moral, zwany dualnodcia:

jesli w dowolnym twierdzeniu o plaszczyznie rzutowej zamienimy miejscami
proste i punkty, to otrzymane twierdzenie tez bedzie twierdzeniem.

A teraz wr6¢émy do geometrii i rozwazmy sfere o sSrodku w srodku modelu
srodkowego. Model nazwany w artykule MDB astronomicznym sklada sie
7 tego, co powstanie, gdy jego punkty i proste (czyli proste i plaszczyzny)
przebija sfere. Punktami w tym modelu sa zatem pary antypodéw (czyli
punktéw sfery lezacych na jednej $rednicy), prostymi zas — okregi wielkie
(czyli o $rodku w $rodku sfery).

Model ten postuzy nam za material do budowy kolejnego (jak sie okaze
wazniejszego) modelu optycznego. Nazwa bierze sie stad, ze bedziemy sie
zajmowali tym, co wida¢ (model ten réwniez nie wystapil w artykule MDB).
WeZmy pod uwage model astronomiczny takiego rozmiaru, aby$my widzieli

z niego doktadnie pét sfery. Uznamy za model optyczny to, co z modelu
astronomicznego zobaczymy. Punkty modelu optycznego to zatem pojedyncze
punkty polsfery poza jej brzegiem — tam kazdy z punktow ma swego
(antypodycznego) brata bliZzniaka. Proste w tym modelu to tuki okregéw
wielkich — dokladniej: ich poléwki sklejone w swoich konicach (bo to przeciez
ten sam punkt modelu, tylko reprezentowany przez bliZniaki).

Linia falista na rysunku przekonuje nas, ze

prosta nie rozcina plaszczyzny rzutowej,
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Wypér to taka sama forma grawitacji
jak ciezar, tylko skierowana w przeciwna
strone — to ona unosi na wodzie cigzsze
od niej statki, utrzymuje w powietrzu
balony. IloSciowo opisal ja Archimedes.

Oczywiscie, wszystkie nazwy modeli
plaszczyzny rzutowej sa zartem, nie sa
to terminy matematyczne.

inaczej méwiac
plaszczyzna rzutowa lezy cata po jednej stronie kazdej swojej prostej,

bo przeciez mozemy z dowolnego punktu doj$¢ do dowolnego innego,
prostej nie przecinajac.

Najwieksza zaleta modelu optycznego jest to, ze mozna go ogladac¢ z réznych
stron. Wyposazmy bowiem model astronomiczny w oske, czyli prosta zawierajaca
pewna jego érednice, i obracajmy ten model wokol tej oski. W kazdym momencie
widzie¢ bedziemy model optyczny, ale bedzie on si¢ zmienial, np. inne punkty
beda wystepowaly jako bliznieta. Obejrzymy dokladniej to zjawisko, budujac
wymieniony w artykule MDB model topologiczny.

Wytnijmy w modelu optycznym dziure. Gdy bedziemy obracali ten model dokota
oski (rys. 3), dziura przesunie si¢ najpierw do brzegu, dotknie go, zyskujac
jednopunktowy przyczolek po przeciwnej stronie, i wreszcie sprawiedliwie
yrozdzieli sie na polowy” (pisze w cudzystowie, bo przeciez nadal jest to sp6jna
dziura przypominajaca kolo).

W tym ostatnim polozeniu zbadajmy, co to takiego jest ta cze$¢ plaszczyzny
rzutowej, ktéra pozostala po usunieciu dziury. Mamy pasek, w ktérym DX G
na gorze ma by¢ sklejone z GX D na dole. Jak kazdy zauwazy (ewentualnie

po chwili namystu) — jest to wstega Mobiusa. Okazuje sie wiec, ze plaszcezyzna
rzutowa to sklejenie brzegami kola i wstegi — takie oblicze plaszczyzny rzutowe;j
nazywamy topologicznym. Matematyczna konsekwencja tego spostrzezenia

jest wniosek:

plaszczyzna rzutowa jest nieorientowalna.

Natomiast w artykule MDB jest na tym spostrzezeniu oparta konstrukcja
modelu krawieckiego: przyszycia do brzegu ptociennej wstegi Mobiusa brzegu
pléciennego kota. Tak otrzymany obiekt ptocienny jest jednostronny — mozna
zatem powiedzieé, ze

materialny model plaszczyzny rzutowej jest jednostronny.

Jak nietrudno sie domysli¢, odkrywca topologicznego oblicza plaszczyzny rzutowej
jest Ferdinand M&bius. Ciekawe, ze takze on odkryl, iz Archimedes — w czasach,
gdy dzialal Hannibal; wowczas o zadnej plaszczyznie rzutowej nikomu sig¢ nie $nito
— odkryt jej dziewiate oblicze, najbardziej dzi§ uzywane, zwlaszcza w geometrii
algebraicznej. W artykule MDB nazwane ono zostalo fizycznym, bo korzysta

z pojecia ciezaru i wyporu. Archimedes mianowicie stwierdzil, ze wyposazajac
ustalone trzy punkty w odpowiednie ciezary lub wypory, mozna spowodowac, by
dowolny punkt plaszczyzny, na ktorej te punkty leza, byl ich $rodkiem ciezkosci.
Mobius zaproponowal, by ten uklad ciezaréw/wyporéw nazwaé wspélrzednymi
tego punktu. Takie wspélrzedne nazywaja sie barycentrycznymi, a rachowanie

na nich okazalo sie niestychanie korzystne. Pisalem o nich w Delcie 3/2012,

wiec nie bede tu rozwodzil sie nad nimi, ale wypada przypomnie¢, co maja one
wspolnego z plaszczyzna rzutowa.

Kazdy moze z tatwoscia przekonac sie, ze gdy do jednego konca odcinka
przytozymy ciezar C', a do drugiego wypor —C, to nie bedzie istnial srodek
ciezkosci tego odcinka. Co prawda, odsuwajac sie po prostej, zawierajacej ten
odcinek, coraz dalej po stronie cigzaru bedziemy mieli do czynienia z coraz
mniejsza przewagg ciezaru nad wyporem, a przesuwajac sie coraz dalej z przeciwnej
strony — wyporu nad ciezarem, ale rownowagi nigdzie nie osiagniemy, No, chyba
ze oddalimy si¢ nieskonczenie daleko — jak skrajem drogi na obrazie malarza
realisty. Jesli chcemy nie tylko tego, by kazdemu punktowi odpowiadal stosowny
uktad ciezaréw/wypordw, ale réwniez by kazdemu ukladowi ciezardéw/wypordw
odpowiadal jakis punkt, musimy wzbogaci¢ plaszczyzne o dodatkowe punkty —
te same, ktére malarze nazwali po marynarsku horyzontem.

I tak wréciliémy do modelu malarskiego, ogladajac po drodze aksjomatyczna twarz
plaszczyzny rzutowej, jej twarz $rodkowa, algebraiczna, astronomiczna, optyczna,
topologiczna, krawiecka i fizyczna.
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