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Matching markets Noblem nagrodzone
Michal KRAWCZYK™

Komitet Noblowski zadecydowal o przyznaniu Nagrody w dziedzinie nauk
ekonomicznych za rok 2012 Lloydowi Shapleyowi i Alvinowi Rothowi. Nagrody

z ekonomii nie sa, Scisle rzecz ujmujac, Nagrodami Nobla, bo gdy wynalazca
dynamitu ustanawial prestizowe wyréznienia, zadnej z nauk spotecznych

nie uznawano za wystarczajaco rozwinieta. Od roku 1969 sa jednak przyznawane
Nagrody z ekonomii ufundowane przez Bank Szwecji, ekonomisci sa zatem i tak
w lepszym polozeniu niz matematycy. Co prawda, niekiedy Komitet Noblowski
mimowolnie sugerowal, ze ekonomia wcigz pozostaje niedojrzala, przyznajac

w tym samym roku nagrody badaczom gloszacym poglady wzajemnie sprzeczne
(vide Hayek i Myrdal w 1974 roku czy Kahneman i Smith w 2002 roku). W tym
roku, na szczedcie, uniknieto tego bolesnego wrazenia. Przeciwnie, Roth bardzo
silnie opiera swoje badania na wynikach starszego o blisko trzydziesci lat

kolegi. Decyzje trudno takze uznac za zaskakujaca — oba nazwiska pojawialy

sie na noblowej ,gietdzie” od lat, a ze Shapley przekroczyl dziewieédziesiatke,
rosta obawa, iz Komitet nie zdazy go uhonorowac¢. Rozstrzygniecie nalezy tez
pochwali¢ z tego wzgledu, ze nagrodzone wyniki to jeden ze stosunkowo niewielu
w ekonomii przykladéw pozornie abstrakcyjnej, suchej, formalnej, a przy tym
wcale niebanalnej teorii, ktéra ma bardzo praktyczne zastosowania.

Czego dotycza wiec badania Shapleya i Rotha (oczywiscie, te nagrodzone, bo
np. Shapley ma ogromne zaslugi w innych obszarach teorii gier)? Ogdlnie rzecz
biorac, dotycza tzw. matching markets, a wiec sytuacji, w ktérych dwie strony
,rynku” maja silne preferencje co do tego, z kim konkretnie po drugiej stronie
wejda w interakcje. Cechy tej nie ma np. rynek cebuli — gdy ide na targ, jest mi
zasadniczo wszystko jedno, od ktérego ze sprzedawcow ja kupie. Jesli natomiast
zamierzam sie ozenié, to, z kim polaczy mnie ,mechanizm rynkowy”, jest
absolutnie kluczowe. Podobnie, jezeli wybieram sie na studia, moge mie¢ swdj
porzadek uczelni czy poszczegdlnych kierunkéw od najlepszych do najgorszych
(i porzadek ten moze by¢ inny dla kazdego z kandydatéw). Oczywiscie, takze
uczelnie maja swoje listy pozadanych studentéw.

W systemie obecnie stosowanym w Polsce moze zdarzy¢ sie, ze pewna Marte
przyjma na uczelnie 4, ale ona wolataby i$¢ na uczelnie B, lecz na 5 znalazla
sie dopiero na liscie rezerwowej. Nie sktada wiec matury na A, tylko czeka,
skutkiem czego A ja skredla. Tymczasem nie ma wcale gwarancji, ze na 3
doczeka sie przyjecia, wigc ostatecznie moze skonczy¢ np. na uczelni C. Zatem
A zamiast Marty przyjmuje z listy rezerwowej pewnego Jana, cho¢ wolataby
przyja¢ Marte, a i Marta wolalaby A wzgledem C, na ktérej konczy. Co gorsza,
moze by¢ nawet tak, ze C (stosujac inne kryteria niz A) przyjela tegoz Jana

w pierwszym rzucie, ale on wolal np. uczelni¢ D i byl tam na liScie rezerwowej,
zatem odrzucil oferte C i czekal na D, lecz tam sie nie dostal i dlatego wtasnie
skonczyt na A! Czyli gdybySmy zamienili Marte i Jana miejscami, to zaréwno
oboje zainteresowanych kandydatéw, jak i obie uczelnie skorzystalyby na tym!

Korzystajac z aparatu formalnego stworzonego przez Shapleya, powiemy, ze
rozwiazanie jest niestabilne, a (Marta, A) jest para blokujaca — obie strony
przedkladalyby bycie polaczonymi nad aktualna sytuacje (tj. Marta chciataby
zastapi¢ C przez A, a A bylaby gotowa wymieni¢ na Marte Jana, a — by¢ moze
— takze inne przyjete osoby). Oczywiscie, (Jan, C) tez jest para blokujaca.

Na ,rynku” malzenskim przypadek pary blokujacej — preferujacej siebie
nawzajem wobec aktualnych wspétmalzonkéw — potocznie mozemy nazwac
romansem. Intuicyjnie wida¢ wiec, ze lepiej, by procedura dawala rozwiazanie
stabilne, co podnosi satysfakcje uczestnikow i pozwala uniknaé kosztownych
dostosowan ex post; badania faktycznie pokazuja, ze mechanizmy gwarantujace
taka alokacje sa lepiej oceniane i dluzej pozostaja w mocy.

Shapley (we wspolpracy z Davidem Galem) udowodnil, ze rozwiazanie stabilne
(a wiec takie, w ktérym nie ma ani jednej pary blokujacej) musi istnie¢
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Rozwigzanie zadania M 1382.
Bedziemy zaznaczaé liczby w kilku
krokach. W kroku 1. w kazdym wierszu
zaznaczamy najmniejsza liczbe.

Jedli wéwcezas w kazdej kolumnie

jest zaznaczona doktadnie jedna
liczba, to konczymy. W przeciwnym
razie, w kolejnym kroku w kazdej
kolumnie, w ktorej znajduja sie

co najmniej dwie zaznaczone liczby,
odznaczamy je wszystkie (czyli usuwamy
zaznaczenie) oprocz najwiekszej.

W ten sposéb powstaly wiersze,

w ktérych nie zaznaczono zadnej liczby
— nazwijmy je wierszami wolnymi.
Nastepnie zaznaczamy w kazdym
wolnym wierszu najmniejsza liczbe
sposrod tych, ktore nigdy wcezesnie]j

nie byly zaznaczane ani odznaczane.
W nastepnym kroku znowu patrzymy
na kolumny, w ktérych sa zaznaczone
co najmniej dwie liczby, i powtarzamy
opisane rozumowanie, az uzyskamy
odpowiednie zaznaczenie lub nie bedzie
mozna wykonaé kolejnego kroku.

Kazdy wiersz moze staé si¢ wolny

co najwyzej n — 1 razy, wiec wykonamy
co najwyzej n(n — 1) + 1 krokéw.

Po ostatnim kroku w kazdej kolumnie
bedzie zaznaczony doktadnie jeden
element.

Dla ustalenia uwagi przyjmijmy, ze

w tej procedurze zaznaczono elementy

z przekatnej ai1, ..., ann (Mozemy

tak zalozy¢, ewentualnie przestawiajac
kolumny). Spéjrzmy na i-ty wiersz. Jesli
a;r < a;; dla pewnego k, to znaczy,

ze w pewnym kroku liczba a;; byta
odznaczona, a zatem a;r < agk-

i pokazal, jak go szukaé. W szczegdlnosci zaproponowat algorytm odroczonej
akceptacji. Gdy skorzystamy z terminologii ,rynku” malzenskiego, jedna

z jego wersji polega na tym, ze w pierwszej rundzie kazdy z panéw oswiadcza
sie pani, ktéra jest najwyzej na jego liscie akceptowalnych partnerek. Kazda

z pan ,roboczo” przyjmuje oswiadczyny tego z jej adoratoréw, ktérego ceni
najwyzej (o ile ktérykolwiek jest do przyjecia). Kazdy odrzucony pan wykresla
z listy preferencji pania, ktéra go odtracita, i w kolejnej rundzie mechanizm
zostaje powtorzony z tak skréconymi listami. Pan, ktory wykresli wszystkie
akceptowalne partnerki, przestaje sie o$wiadczaé. Mechanizm konczy sie, gdy

w kolejnej rundzie nikt nie zostanie odtracony, a ,roboczo” przyjete w niej
o$wiadczyny wyznaczaja ostatecznie utworzone pary (przy czym niektorzy moga
pozostaé samotni).

Poniewaz w kazdej rundzie poza ostatnig przynajmniej jedna pani zostaje
skreslona z przynajmniej jednej listy, mechanizm faktycznie doprowadzi

do pewnej alokacji w skonczonej liczbie krokow. Co istotniejsze, bedzie to
alokacja stabilna. Przypus$émy przeciwnie, ze pewna para (Piotr, Anna) jest
para blokujaca. Oznacza to, ze Piotr o$wiadczyl sie kiedy$ Annie (skoro jest
ona wyzej na jego licie niz jego docelowa zona) i zostal odrzucony (skoro nie sa
razem). Zauwazmy jednak, ze mechanizm ten gwarantuje, iz sytuacja kazdej

z pan z rundy na runde moze sie tylko poprawié¢, bo odrzuca oswiadczyny, ktére
przyjela roboczo w poprzedniej rundzie, tylko jesli w nowej oswiadczyl sie ktos
atrakcyjniejszy (a nieodrzucone o$wiadczyny zostana powtdrzone). Stad wniosek,
ze Anna daje pierwszenstwo swojemu docelowemu mezowi przed Piotrem,
zatem (Piotr, Anna) para blokujaca nie jest. Zauwazmy, ze w opisanym wyze]
polskim systemie przyje¢ na studia bylo inaczej, tj. Marta stusznie zalowala,

ze odrzucita byla jo$wiadczyny” A, bowiem ostatecznie zaczela studia na

mniej preferowanej uczelni.

Oczywiscie, rownie dobrze moglibySmy rozwazaé¢ analogiczny mechanizm,

w ktérym oswiadczalyby sie panie. Na ogél doprowadzi on do innej konfiguracji
par. Co ciekawe, Gale i Shapley udowodnili, ze mechanizm odroczonej
akceptacji jest najlepszy dla strony oswiadczajacej sie i najgorszy dla

drugiej strony. Oznacza to, ze w sytuacji, gdy mezczyzni sie oswiadczaja,

kazdy mezczyzna otrzyma najlepsza z zon, jaka méglby otrzymaé w dowolnym
rozwigzaniu stabilnym, a kazda kobieta — najgorszego z mezéw. Nic dziwnego,
ze w tradycyjnym spoteczenstwie, dajacym wiecej wladzy mezczyznom,

to wlasnie oni sie oswiadczali!

Cho¢ akurat scentralizowane rynki doboru w pary malzenskie moga budzi¢ nasz
sprzeciw, latwo stwierdzi¢, ze zastosowanie mechanizmu odroczonej akceptacji
przy rekrutacji na studia pozwoliloby uniknaé¢ opisanego wyzej paradoksu,
zredukowalo obciazenia administracyjne dla uczelni i znacznie przyspieszylo
proces rekrutacji — otrzymawszy listy preferowanych uczelni od kandydatéw

i kryteria doboru (np. wagi poszczegdlnych przedmiotéw maturalnych)

od uczelni, dobrze napisany program komputerowy przeprowadzilby opisang
przez nas procedure w ciggu kilku sekund.

Istotnie, spektakularnym osiggnieciem Rotha sa liczne praktyczne zastosowania
algorytmow ltaczenia dwoéch stron rynku. Oczywiscie, réznica miedzy teorig

a praktyka jest taka, ze w teorii nie ma réznicy, a w praktyce jest. Przyktadowo,
implementujac algorytmy odroczonej akceptacji do problemu doboru absolwentéw
szkét medycznych do szpitali w Stanach Zjednoczonych (National Resident
Matching Program), Roth stanal przed problemem zwiazanym m.in. z parami
malzenskimi, w ktérych preferencje co do szpitali nie byly niezalezne —
malzonkowie woleli na ogét pracowa¢ mozliwie blisko siebie. W swych pracach
teoretycznych Roth pokazal, ze tego rodzaju modyfikacje rujnuja wspomniane
wyniki — w tym przypadku alokacja stabilna moze wcale nie istniec!

Noblista zaproponowal jednak pewne (znacznie bardziej skomplikowane niz
algorytm odroczonej akceptacji) mechanizmy, ktére, jak pokazal na podstawie
symulacji komputerowych opartych na historycznych danych, prawie zawsze
dadza stabilne rozwiazanie.
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Rys. 2

Rys. 3

Innym, wdrozonym przez Rotha praktycznym zastosowaniem algorytméw
rozwazanych wczedniej przez Shapleya, jest problem wymiany nerek

do przeszczepu pochodzacych od zyjacych dawcéw. Przeszczep nerki jest
zbawieniem dla 0séb cierpiacych na cigzka niewydolnosé tych organéw,

a czlowiek zdrowy moze zasadniczo bez trwalej szkody dla zdrowia oddaé

jedna ze swoich nerek. Niemniej jest to istotne po$wiecenie, ktore wigkszosé
oséb jest gotowa podjacé tylko dla kogos bliskiego. Niestety, nawet jesli krewny
czy przyjaciel chorego zgodzi si¢ odda¢ mu swoja nerke, czesto okazuje sie, ze
jest ona nieodpowiednia ze wzgledow medycznych, np. pacjentowi o grupie

krwi 0 mozna przeszczepié tylko nerke pochodzaca od osoby o tejze grupie.

7Z kolei rynek, na ktérym mozna by po prostu kupié¢ stosowng nerke, wiekszosé
ludzi uwaza za nieetyczny i prawodawstwo niemal wszystkich krajéw $wiata
wyklucza takie transakcje. Roth wzial jednak udzial w tworzeniu systemow
yancuchowej” wymiany. W uproszczeniu dzialaja one tak, ze np. kto$ gotowy
do oddania nerki zonie z niewydolnoscia, ktérej nie moze jednak bezposrednio
poméc z powodu niewladciwej grupy krwi, oddaje nerke na rzecz innej, nieznanej
sobie osoby, w chwili gdy z kolei jego zonie pomaga ktos inny, kto ma krewnego
z niewydolnoscia nerki itd. To chyba rzadki przypadek, gdy badania nagrodzone
Noblem, ale wcale nie z medycyny, bezposrednio ratuja ludzkie zycie.

Popularna piosenka powiada, ze money makes the world go ‘round. Przesada.
Centralnym pojeciem ekonomii jest efektywnosé, a nie pienigdz. Rynki
projektowane przez Rotha $wietnie radza sobie (prawie) bez niego.

Redaguje Krzysztof TURZYNSKI

F 829. Jednorodna lina zwisa z dwoch zboczy, z ktorych kazde jest nachylone
pod katem « = 7/8 do poziomu (rys. 1). Jaki ulamek calkowitej dlugosci liny
moze stanowi¢ cze$é wiszaca w powietrzu?

Rozwiazanie na str. 16

F 830. Poruszajace si¢ bez tarcia po lodowisku dziewcze w pewnej chwili chwyta
koniec cienkiej liny nawinietej na stup o przekroju kotowym, przy czym lina

jest naprezona i prostopadla do predkosci vy dziewczecia w momencie ztapania
(rys. 2). Po skoficzonym czasie dziewcze, przez caly czas kurczowo trzymajace
sie liny, zderza sie ze shupem. Jaka jest predkosé dziewczecia w chwili zderzenia?
Rozwiazanie na str. 17

Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1381. Na pélprostych CA, AB, BC, bedacych przedtuzeniami bokéw tréjkata
ABC| obrano odpowiednio punkty P, Q, R, przy czym AP = BQ = CR (rys. 3).
Udowodnié, ze jesli tréjkat PQR jest réwnoboczny, to trojkat ABC' réwniez.
Rozwiazanie na str. 10

M 1382. Dana jest tablica n x n parami réznych liczb rzeczywistych.
Udowodnié¢, ze mozna w niej zaznaczy¢ n liczb, po jednej w kazdym wierszu
i kolumnie, w taki sposéb, ze jesli w pewnym wierszu zaznaczona liczba jest
wigksza od jakie$ innej w tym wierszu, to ta druga liczba jest mniejsza od
zaznaczonej liczby z jej kolumny.

Rozwiazanie na str. 7

M 1383. Udowodni¢, ze dla liczb rzeczywistych a, b, ¢ jest spelniona nieréwnosé
la—bl+[b—c|+|a+b+c|>al + bl

Rozwiazanie na str. 15
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