Klub 44

31-44

Termin nadsylania rozwigzan: 30 VI 2013

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
645 (WT = 1,15) i 646 (WT = 2,67)
z numeru 9/2012

Jedrzej Garnek Poznan 47,73
Roksana Stowik Knuréw 47,20
Wojciech Nadara Warszawa 39,64
Janusz Olszewski Warszawa 37,87
Pawel Labedzki Kielce 36,92

Zbigniew Sewartowski Wieliczka 35,45
Rami Marcin Ayoush Szelkéw 34,52

Krzepiace (ostatnio jako$ rzadkie)
zjawisko — jednoczesnie dwie

nowe postacie w Klubie 44 M:

pan Jedrzej Garnek oraz

pani Roksana Stowik. Panie stanowig
(niestety) wyrazng mniejszo$¢ wsréd
uczestnikéw Ligi; tym wigksza radosé,
ze oto mamy w naszym Klubie juz
piata Pania!

Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z matematyki nr 659, 660
Redaguje Marcin E. KUCZMA

659. Wierzcholki n-kata foremnego sa pokolorowane dwoma kolorami.

Co jednostke czasu pokolorowanie zmienia sie: kazdy wierzcholek przyjmuje
kolor, ktory bezposrednio przed tym momentem miala wiekszo$é¢ z trojki
wierzchotkéw: sam rozwazany wierzcholek oraz dwa z nim sasiadujace. Proces
konczy sie, gdy nowe pokolorowanie okaze si¢ identyczne z poprzednim (tzn. gdy
nic sig juz nie zmienia). Dla kazdej liczby naturalnej n > 3 wyjasnié¢, dla jakich
poczatkowych konfiguracji koloréw proces bedzie trwal nieskonczenie.

660. Dana jest liczba naturalna k > 1. Znalez¢ wszystkie liczby naturalne n > 1,
spetniajace nieréwnoéé d(n*) < k - d(n), gdzie d(x) oznacza liczbe dodatnich
dzielnikéw liczby naturalnej x.

Zadanie 660 zaproponowal pan Witold Bednarek z f.odzi.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2012

Przypominamy tresé zadan:

651. Znalez¢ wszystkie pary liczb catkowitych (m, n), dla ktérych liczby

; 2 2
m 4+ 1 n+1 m n
— + —— oraz — + —
n m n m
sa takze calkowite.
652. Udowodni¢ nieréwnosé
an+l pn+l el a4 b 4 e
+—+ >t T Te
a+b b+c c+a 2

dla liczb rzeczywistych a, b, c > 0 oraz liczb catkowitych n > 0.

651. Sprowadzenie podanych sum ulamkéw do wspélnego mianownika
pokazuje, ze iloczyn mn powinien byé dzielnikiem liczb m? +m + n? + n oraz
m? + n3. Zatem n ma by¢ dzielnikiem liczb m? 4+ m oraz m?, wiec takze liczby
m3 — (m? +m)(m — 1), téwnej m. Przez symetrie, liczba m ma by¢ dzielnikiem
liczby n. Dostajemy warunek |m| = |n|.

Gdy m = —n, podane w zadaniu sumy wynosza —2 oraz 0 (wigc sa catkowite).
Jesli zag m = n, wynosza one odpowiednio 2 + % oraz 2n. Sa one obie calkowite
wtedy i tylko wtedy, gdy n = +1 lub n = £2.

Otrzymujemy odpowiedz: szukane pary to wszystkie pary postaci (—n,n), gdzie
n € Z, n # 0, a ponadto cztery pary (—2,—2), (—1,-1), (1,1), (2,2).

652. Autor zadania, pan Witold Bednarek, przystal je wraz z takim zmyslnym
rozwigzaniem: $rednia arytmetyczna ukladu 2n + 1 liczb, mianowicie
(2n — 1)-krotnie powtérzonej liczby a”*! oraz liczb ab™, b" !, jest nie mniejsza
od ich éredniej geometrycznej, réwnej a™b:

(2n — 1)a"™ ™ + (a +b)b™ > (2n + 1)a"b.

Do obu stron dodajemy (2n + 1)a™*! i po prostym przeksztalceniu otrzymujemy

antt - (2n + 1)a™ — b"

a+b” 4in '
Wystarczy teraz napisa¢ analogiczne nieréwnosci dla par b, ¢ oraz ¢, a, po czym
dodaé te trzy nieréwnosci, by uzyskaé teze zadania.
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Klub 44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 VI 2013
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Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 F
po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
542 (WT = 2,35) i 543 (WT = 2,45)
z numeru 9/2012

Andrzej Nowogrodzki Chocianéw 39,02

Tomasz Rudny Warszawa 35,20
Tomasz Wietecha Tarnéw 31,13
Krzysztof Magiera Losiéw 28,34

Zadania z fizyki nr 556, 557
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

556. W poziomym cylindrze, w odleglosciach L i 2L na prawo od zamknietego
konca znajduja si¢ dwa tloki (rys. 1), ktére moga przemieszczaé si¢ bez tarcia
(grubosci ttokéw pomijamy). W lewej czesci znajduje sie para wodna pod
ciSnieniem pg, w prawej powietrze o takim samym cisnieniu. Ci$nienie

pary nasyconej wody w danej temperaturze wynosi 2pg. Prawy tlok

zostal wolno wepchniety na odlegtos¢ a. O ile przesunal sie lewy tlok?
Temperatura jest stala.

557. Detektor fal radiowych znajduje sie na brzegu jeziora na wysokosci h nad
poziomem wody. Rejestruje on sygnaly wysylane przez satelite wznoszacego

sie nad horyzontem. Przy jakich katach wzniesienia satelity nad horyzontem
obserwuje sie maksima sygnalu? Dlugosé fali emitowanej przez satelite wynosi .
Przyjmujemy, ze powierzchnia jeziora jest idealnie gtadka.

Rozwigzania zadan z numeru 12/2012

Przypominamy tresé zadan:

548. Ciezarek o masie M zawieszono na sprezynie o wspélczynniku sprezystosci k i potozono

na podstawce (rys. 2). W chwili poczatkowej sprezyna byta nicodksztalcona. Podstawke zaczeto
opuszczaé¢ w dot z przyspieszeniem a. Po jakim czasie cigzarek stracil kontakt z podstawka? Jakie
bylo maksymalne wydluzenie sprezyny?

549. Obwdd elektryczny sklada si¢ z ogniwa o zaniedbywalnym oporze wewnetrznym i dwéch
opornikéow potlaczonych szeregowo. Woltomierz wskazal spadek napigcia na pierwszym oporniku
U; = 4 V, na drugim oporniku U = 6 V, na obu opornikach U = 12 V. Jakie sg spadki napieé
na kazdym z opornikéw, gdy woltomierz nie jest nigdzie podtaczony?

548. Gdy a > g, czyli przyspieszenie podstawki jest nie mniejsze od
przyspieszenia ziemskiego, ciezarek odrywa sie od podstawki od razu. Zmiana
energii kinetycznej ciezarka po zakonczeniu ruchu w dét wynosi 0 i réwna jest
pracy sit cigzkodci i sprezystosci: 0 = Mgz — ka3 /2, gdzie zg jest maksymalnym
wydluzeniem sprezyny i wynosi 2Mg/k.

Rozwazmy przypadek a < g. Réwnanie ruchu ciezarka, dopdki nie straci

on kontaktu z podstawka, ma posta¢é Ma = Mg — kx — F(x), gdzie x jest
wydluzeniem sprezyny, a F'(x) sila reakcji podstawki. W chwili oderwania,

po przebyciu przez cigzarek drogi s, jest Fi(s) = 0. Stad s = M (g — a)/k. Z drugiej
strony s = at?/2, poniewaz do chwili oderwania cigzarek wraz z deska porusza sie
ruchem jednostajnie przyspieszonym i szukany czas wynosi t = 1/2M (g — a)/ka.
Predkosé ciezarka w chwili oderwania ma warto$é v = at = \/2Ma(g — a)/k.

Od chwili oderwania ciezarek porusza si¢ ruchem harmonicznym.

7Z zasady zachowania energii k(Al — 5)?/2 + Mv?/2 = kA%/2, gdzie

Al = Mg/k jest wydluzeniem sprezyny w stanie réwnowagi, a |Al — s|

jest odlegloscig od polozenia rownowagi w chwili oderwania, wyznaczamy
amplitude drgan A = M+/a(2g — a)/k. Maksymalne wydluzenie sprezyny zg
jest suma wydluzenia w polozeniu rownowagi Al oraz amplitudy drgan

xo = Mg/k + My/a(2g — a)/k.

549. Poniewaz op6r ogniwa jest zaniedbywalny, suma spadkéw napieé na obu
opornikach réwna jest sile elektromotorycznej ogniwa, ktéra wynosi e = 12 V,
jak wynika z trzeciego pomiaru. Oznaczmy opor woltomierza przez Ry,

a opornikéw przez Ry i Rsy. Niech natezenie pradu plynacego przez opornik Rs, gdy
woltomierz polaczony jest réwnolegle z opornikiem Rp, wynosi I;. Drugie prawo
Kirchhoffa ma w tym przypadku postaé¢ e — Uy — Roly = 0, stad Iy = (e — Uy)/Rs.
Spadek napiecia na potaczonych réwnolegle opornikach R; i Ry wynosi

Ui = RyR1I1/(Ry + Ry) i prowadzi to do réwnania Ro(Ry + R1) = 2Ry R;.
Analogicznie rozwazajac przypadek polaczenia woltomierza z opornikiem Ra,
otrzymujemy réwnanie Ry (Ry + Rs) = Ry Ro. Eliminacja Ry daje zwiazek

2Rs = 3R;. Gdy woltomierz nie jest podlaczony, natezenie pradu w obwodzie
wynosi I = ¢/(Ry + Ra) = 2¢/(5R1). Spadek napigcia na pierwszym oporniku
wynosi wiec U = RyI =4,8 V, nadrugim U} =e—-U; =72 V.
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