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Smalec ma wyzsza od masla temperature topnienia, nie zawiera tez tyle
wody, ulatwiajacej tworzenie si¢ glutenu. Na dodatek, w niskiej temperaturze
czasteczki kwaséw tluszczowych smalcu tworzg skupiska wigksze od tych
osiagalnych w masle. Wszystko to sprawia, ze smalec jest doskonalym wyborem
dla tych, ktorzy w ciedcie kruchym cenig jego ,platkowa” strukture.

Jeffrey pamietal, ze jego babcia zawsze siekala ciasto nozem, aby nie ogrzaé
nadmiernie tluszczu cieptem wtasnych rak, a po wyrobieniu chlodzita
ciasto w lodéwce. Sam nigdy nie byl przesadnie staranny, jesli chodzi

o temperature ciasta, a mimo to jego ostatnie eksperymenty kulinarne
prowadzily do nader apetycznych wynikéw.

Kiedy na $wiecie szalata druga wojna $wiatowa, artykut opublikowany

w czasopiSmie Cereal Chemistry orzekl, ze jedli do kruchego ciasta uzywac

schtodzonego thuszczu, bardzo wazne jest, ile dodaje sie wody i jaka jest jej
temperatura. Jednak kiedy tluszcz ma temperature pokojowa, czynniki te

staja sie nieistotne — w rozsadnym zakresie ilosci i temperatury wody.

Jeffrey wyjal ciasto z piekarnika. Kuszacy zapach wypelnit juz cata kuchnie,
wedrowal do pozostalych czesci mieszkania. Rozlegt si¢ dzwonek do drzwi.
To przyszta Marion.

przygotowal Krzysztof TURZYNSKI

Formalnie, wymiar Minkowskiego
zbioru S okreslamy jako

dimas (S) = lim 28N
c—o log(1/¢)

gdzie N (eg) jest minimalng liczbg
kostek o boku e niezbedna do pokrycia
zbioru S. Intuicyjnie, zbiér ma wymiar
Minkowskiego d, jesli minimalna
liczba kostek o boku &, niezbednych
do jego pokrycia, skaluje si¢ jak (1/e)?.
Przyktadem zbioru o niecatkowitym
wymiarze Minkowskiego jest zbiér
Cantora, ktérego wymiar wynosi
logs 2 ~ 0,6309. Inne, czgsto uzywane
pojecie wymiaru to tzw. wymiar
Hausdorffa.
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Wyobrazmy sobie igle umieszczona wewnatrz pewnego zbioru na plaszczyznie.
Igte traktujemy jak odcinek jednostkowy, ktéry mozemy dowolnie obracaé

i przesuwaé¢ w obrebie naszego zbioru. Zalézmy, ze chcielibySmy wykonaé igla
obrét o 360° — jak wiele miejsca do tego potrzeba?

Oczywiscie, mozemy umiesci¢ igle na §rodku kola o promieniu 1/2 i obrécié ja
bez przesuwania, co wymaga pola rownego 7. Po chwili zastanowienia widac, ze
rozwiazanie to nie jest optymalne. Umieszczajac igte wewnatrz ksztaltu utworzonego
przez trzy tuki deltoidy, przedstawionego na rysunku, a nastepnie przesuwajac

i obracajac ja tak, aby w kazdej chwili stykala si¢ z brzegiem figury w trzech
punktach, mozemy wykona¢ pelny obrét przy polu . Czy da si¢ jeszcze lepiej?
Pytanie to zadal po raz pierwszy japonski matematyk Soichi Kakeya

w 1917 roku. Jak latwo sie przekonaé¢, aby wewnatrz zbioru dalo sie wykonaé
pelny obrét igly, musi on zawiera¢ odcinek jednostkowy w kazdym kierunku.
Wtlasnos¢ ta ma sens nie tylko na plaszczyznie, ale tez w przestrzeni dowolnego
wymiaru, co motywuje nastepujaca definicje:

Definicja 1. Zbiér K C R™ nazwiemy zbiorem Kakeyi, jesli zawiera on odcinek
jednostkowy w kazdym kierunku.

Zaskakujacej odpowiedzi na pytanie Kakeyi udzielit Abraham Besicovitch

w 1919 roku. Okazuje sie, ze istnieja zbiory o dowolnie malym polu,
wewnatrz ktorych mozna obrocié iglte! Co wiecej, mozna nawet skonstruowaé
zbiory Kakeyi o polu réwnym zeru. Konstrukcje, oparta o sprytne

sklejanie tréjkatéw o coraz mniejszych polach, mozna obejrzeé¢ na stronie
http://www.math.ucla.edu/"tao/java/Besicovitch.html.

To jednak jeszcze nie koniec. Nawet wsrod zbiorow o mierze zero istnieja zbiory
,mniejsze” i ,wigksze”. Intuicje z tym zwiazana formalnie ujmuje pojecie

tzw. wymiaru Minkowskiego, ktéry (méwiac bardzo ogélnie) mierzy, jak
dobrze zbiér wypelnia przestrzen. Wymiar ten moze by¢ liczba niecatkowita.
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Cialo to struktura algebraiczna, w ktérej
mozna wykonywaé zwyczajne dzialania
dodawania i mnozenia oraz dzieli¢ przez
elementy rézne od zera. Przykladem ciata
o skonczonej liczbie elementéw jest Zp,
zbior liczb od 0 do p — 1 z dziataniami
dodawania i mnozenia modulo p.

Rozwigzanie zadania M 1383.
Z nieréwnodci tréjkata mamy

[b—c|l+|a+b+c| > |a+ 2b|.

Pozbylismy sie tym samym zmiennej ¢
i wystarczy teraz udowodnié, ze

la — bl + |a + 2b| > |a| + [b].

W tym celu zamieniamy zmienne:

u=a—b,v=a+2b, tzn. b =v —u/3,
a = 2u + v/3. Otrzymujemy woéwczas
2u + v v —u
al + |b| = <
Jal + 6] = | 2 1<

<2\ \+1H+1H+1H
Z v Z v — =
\Su 37, 31 3u
H+2H<
= |u —|v| <

3

< Jul + [v] = la — b| + |a + 2b].

Przykladami zbioréw o niecatkowitym wymiarze Minkowskiego sa zbiory
samopodobne (fraktale). Maksymalny mozliwy wymiar zbioru S C R"™ wynosi n.

Mozemy teraz wroci¢ do pytania, jak duzy w sensie wymiaru Minkowskiego musi
by¢ zbiér Kakeyi.

Hipoteza (Hipoteza Kakeyi). Jesli K C R™ jest zbiorem Kakeyi w przestrzeni
n-wymiarowej, to K ma wymiar Minkowskiego (i wymiar Hausdorffa) réwny n.

Hipoteze te udato si¢ dotychczas udowodnic¢ jedynie dla n = 2. W wyzszych
wymiarach, pomimo wysitkéw wielu matematykoéw, pozostaje ona problemem
otwartym, powiazanym z wieloma dzialami matematyki, miedzy innymi

z analizg harmoniczna i rownaniami rézniczkowymi czastkowymi.

Skoro nie potrafimy udowodnié¢ hipotezy Kakeyi w R™, nasuwa sie pytanie, czy
istnieje jaka$ prostsza wersja lub szczegdlny przypadek problemu, ktory latwiej
rozwigzaé. Zwroémy uwage, ze do zdefiniowania zbioru Kakeyi potrzebujemy
jedynie abstrakcyjnego pojecia prostej czy odcinka, natomiast nie jest istotne, ze
mamy do czynienia z liczbami rzeczywistymi. W szczegolnosci mozemy rozwazaé
dyskretny wariant problemu, w ktérym n-wymiarowa przestrzen euklidesowa
zastepujemy przestrzenia nad cialem skonczonym.

Niech F, bedzie cialem o g elementach. Przez [y bedziemy oznaczac zbior
wektoréw (ai,...,a,), gdzie a1, ..., a, € Fy, z naturalng operacja dodawania

po wspdlrzednych. Zamiast przestrzeni euklidesowej R™ rozwazamy wiec skonczona
przestrzen Iy o ¢ elementach. Prosta w kierunku v przechodzaca przez punkt a,
gdzie v, a € Fy, nazwiemy, podobnie jak w przypadku euklidesowym, zbi6r postaci
{a+tv:t eF,}. Kazda taka prosta zawiera ¢ punktéw.

Poniewaz nasza przestrzen jest teraz skonczona, bardziej naturalne w definicji
zbioru Kakeyi bedzie zastapienie odcinkéw prostymi.

Definicja 2. Zbiér K C Fy nazwiemy zbiorem Kakeyi, jesli zawiera on prosta
w kierunku kazdego wektora z Fy'.

Aby sformulowaé hipoteze Kakeyi dla ciat skonczonych, potrzebujemy
Jeszcze dyskretnego odpowiednika wymiaru. W przestrzeni Fy' naturalnym
odpowiednikiem zbioru wymiaru d bedzie zbiér mocy rzedu ¢?. Prowadzi to
do nastepujacej hipotezy.

Twierdzenie (Hipoteza Kakeyi dla cial skoficzonych). Niech Fy bedzie
ciatem skonczonym o q elementach. Dla kazdego n > 1 istnieje taka stala ¢, > 0,
niezalezna od q, ze jesli K C Fy jest zbiorem Kakeyi, to

|K| > cnq"”.

Problem ma teraz bardziej kombinatoryczny charakter niz w przypadku
euklidesowym, co nie znaczy, ze musi by¢ latwiejszy do rozwiazania. Hipoteze
Kakeyi dla cial skoniczonych postawiono w 1999 roku. Przez dziesigé lat, pomimo
prob wielu matematykéw, w tym medalistéw Fieldsa, nie udalto sie jednak jej
udowodni¢.

W zwiazku z tym wielkim zaskoczeniem okazal sie przedstawiony przez Zeeva Dvira
w 2009 roku pigkny i prosty dowdd hipotezy Kakeyi dla cial skonczonych. Dowéd,
z pewnoscia zastugujacy na miano Dowodu z Ksiggi, korzysta z tzw. metody
wielomianowej, stosowanej juz wezeéniej w kombinatoryce, a przy tym jest tak
elementarny, ze daje si¢ zrozumieé¢ z wykorzystaniem podstawowej wiedzy licealnej!

W dowodzie kluczowg role graja wielomiany nad ciatami skoniczonymi. Niech f

bedzie wielomianem n zmiennych 1, ..., x, o wspélczynnikach z F,. Powiemy,
ze f ma miejsce zerowe w punkcie r = (z1,...,2,) € Fy, jedli f(x1,...,2,) = 0.
Stopniem jednomianu postaci ' - ... z%" nazywamy sume wykladnikéw:

ay + ...+ a,, a stopniem wielomianu — najwigkszy stopien jednomianu
wchodzacego w sklad f.

Przed przystapieniem do dowodu hipotezy przedstawiamy dwa lematy, ktorych
dow6d jest éwiczeniem dla Czytelnika. Nad cialem nieskoniczonym (np. R) wielomian
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Rozwigzanie zadania F 829.
Oznaczmy przez v stosunek dlugosci
wiszacej czesci liny do catkowitej diugodci
liny. Niech N bedzie naprezeniem liny
tam, gdzie zaczyna sie jej wiszaca czesc.
Warunek réwnowagi dla wiszacej czesci
to vmg = 2N sin a. Z kolei sila tarcia
statycznego jednej z dwéch lezacych
czgéci liny T' nie moze przekraczad
nacisku tej czesci liny na zbocze; nacisk
ten jest réwny (1 — v)mgcos a/2.

Ta sita tarcia musi zréwnowazy¢

dwie silty: skltadowsg sily grawitacji
wzdluz zbocza (1 — v)mgsina/2
dziatajacg na lezgcy czeéé liny oraz
naprezenie liny N. Podstawiajac
wartosci funkcji trygonometrycznych,
otrzymujemy maksymalna warto$é¢ v
réwng 3 — 22 ~ 0,17. Co ciekawe,

jest to maksymalna czesé dlugosci

liny, jaka moze wisie¢ w powietrzu

dla dowolnego kata .

zerujacy sie w kazdym punkcie ciala musi by¢ tozsamosciowo réwny zeru (mieé
wszystkie wspélezynniki zerowe). Zauwazmy, ze nie jest to prawda nad cialami
skoficzonymi — dla dowolnego ciala skoniczonego Fy wielomian f(z) = [[ e, (2 — a)
jest wielomianem stopnia ¢, ktéry zeruje sie w kazdym punkcie [Fy, a nie jest
tozsamosciowo réwny zeru. Kazdy wielomian o tej wlasnosci musi mie¢ jednak
odpowiednio wysoki stopien, o czym méwi nastepujacy lemat.

Lemat 1 (Lemat SchwartzaZippela). Niech [ bedzie wielomianem n zmiennych
Z1,...,%n 0 wspolczynnikach z F,. Niech f ma stopiern d > 0. Wtedy liczba
miejsc zerowych f wynosi co najwyiej d-q" .

Dowdéd przebiega przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 jest to po prostu
stwierdzenie, ze wielomian jednej zmiennej, majacy stopien d, ma co najwyzej d
miejsc zerowych. W szczegdlnosci, jesli wielomian f ma stopien nie wigkszy niz g — 1
1 zeruje si¢ w kazdym punkcie z € Fy, to musi by¢ tozsamosciowo réwny zeru.
Lemat 2. Niech K CFy bedzie zbiorem mocy mniejszej niz (”Zd). Wtedy istnieje
wielomian f w zmiennych x1, ..., x, stopnia co najwyzej d, ktory zeruje sie we
wszystkich punktach K i nie jest tozsamoS$ciowo rowny zeru.

W dowodzie kluczowa jest obserwacja, ze jednomianéw w zmiennych x1, ..., %,
stopnia co najwyzej d jest dokladnie ("), wobec czego uklad réwnai na

wspolcezynniki wielomianu f o zadanych wladciwoéciach ma niezerowe rozwiazania.

Majac w reku powyzsze lematy, mozemy przystapi¢ do dowodu hipotezy Kakeyi.
Przypuséémy, ze istnieje zbior Kakeyi K o mniej niz ("t’i*l) elementach. Z Lematu 2
wnioskujemy, ze istnieje nietrywialny wielomian f stopnia co najwyzej ¢ — 1,
zerujacy sie w kazdym punkcie K. Zbiér K jest zbiorem Kakeyi, wiec dla dowolnego
niezerowego wektora x € [y zawiera on prostg w kierunku z, czyli zbiér postaci
{y+tx:teF,} dla pewnegoy € . Rozpatrzmy teraz obcigcie wielomianu f do
prostej w kierunku z, a wigc wielomian jednej zmiennej h, okreslony jako

he(t) = fy + tx).
Dla kazdego t € F, mamy y +tx € K, wiec h, zeruje si¢ punkcie ¢. Oznacza to,
ze hy zeruje sie w kazdym punkcie ciata Fy, a poniewaz (tak jak f) ma stopien
co najwyzej ¢ — 1, wiec musi by¢ tozsamosciowo réwny zeru. Zatem dla kazdego
z € Fy mamy h, = 0.

Oznaczmy stopien f przez d i rozpiszmy f na czesci jednorodne, czyli

d
f = Zfza
=0

gdzie f; jest wielomianem ztozonym z jednomianéw stopnia doktadnie i.
Nietrudno sprawdzi¢, ze dla dowolnego x € Fj wyraz wiodacy wielomianu

he(t) = f(y + tx), a wiec wspélezynnik przy ¢4, wynosi fy(x). Skoro h, jest
rowny tozsamosciowo zeru, to ma wszystkie wspolczynniki réwne zeru, a wiec
dla kazdego = € Fy; zachodzi fq(z) = 0. Jednak fq ma stopien d < ¢ — 1, wige
gdyby nie byt tozsamosciowo réwny zeru, to na mocy lematu Schwartza—Zippela
moégltby mieé¢ co najwyzej d - ¢" ! < ¢" — ¢ miejsc zerowych. Stad wniosek, ze

fa = 0. Zalozylismy jednak, ze wielomian f ma stopien d, czyli w szczegdlnosci
fa nie jest tozsamosciowo réwny zeru — otrzymujemy wiec sprzecznosc.

WywnioskowaliSmy zatem, ze dowolny zbiér Kakeyi K musi mie¢ moc

K| > (""97"), co z dokladnoscia do wyrazéw nizszego rzedu w ¢ wynosi ~ L¢

Udowodnili$my wiec hipoteze Kakeyi ze stata ¢, ~ %

n

Stosujac bardziej wyrafinowany wariant metody wielomianowej — tzw. metode
krotnosci — mozna udowodni¢ hipoteze Kakeyi z asymptotycznie lepsza stata
Cp R 4%. 7 drugiej strony, znane sa konstrukcje zbioréw Kakeyi rozmiaru
bliskiego 2”,;_1(]" dla dostatecznie duzego gq.

Czytelnikowi zainteresowanemu tym zagadnieniem, a w szczegdlnosci innymi
zastosowaniami metody wielomianowej, polecamy materiaty ze strony
http://warsztatywww.wikidot.com/www8:kody-ciala-igly przygotowane
przez autoréw artykutu.
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