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Rys. 1. Tarcza ptaskiego zegara w Ketach
(¢ = 49°53"). Podzialtka co godzine.

©

Rys. 2. Tarcza plaskiego zegara
w Hyderabadzie (¢ = 17°37").

Rys. 3. Zmiana kata w zegarze plaskim
po obrocie Stonca o kat t.
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Rys. 4. Inna tarcza zegara na biegunie.

e

Rys. 5. Kolejna tarcza na biegunie. ..

.. 1 jej poprawiona wersja.

Zegar stoneczny, r6wnania rézniczkowe
i ladne obrazki
Franciszek ADAMASZEK, Michat ADAMASZEK

Nie od dzi$ wiadomo, jak zbudowadé najprostszy zegar stoneczny. Stonce,

w swym pozornym ruchu po niebie, porusza sie ze stala predkoscia katowa
w plaszczyznie prostopadlej do osi wskazujacej péinocny biegun niebieski.
Aby zagwarantowaé niezaleznos¢ odczytow od wysokosci Stonca nad
horyzontem (czyli od pory roku), nalezy wycelowaé¢ wskazéwke zegara
(gnomon) w Gwiazde Polarna, czyli pod katem odpowiadajacym lokalnej
szerokosci geograficznej . Jezeli dodatkowo tarcze zegara umie$cimy
prostopadle do wskazdwki, to cien wskazowki bedzie obracal sie jednostajnie
i kolejne godziny mozemy zaznaczaé co 15° (oczywiscie, méwimy tu

o pomiarze lokalnego czasu stonecznego). Wiecej w Delcie 8/2010.

Jezeli chcemy, aby ciefi rzucany byl po prostu na powierzchnie Ziemi (zegar
horyzontalny), to réwnomierna podziatka dziala tylko na biegunie. O ile

w naszych szerokoSciach geograficznych, dajmy na to w Ketach (¢ = 49°53'),
tarcza zegara plaskiego nie wyglada zle (rys. 1), o tyle w Hyderabadzie

(p = 17°37") zageszczenie woké6l poludnia jest juz spore (rys. 2). Pogarsza

to czytelno$é¢ zegara w tych godzinach i moze prowadzi¢ do nadmiernego
rozwleczenia pory lunchu, ze szkoda dla gospodarki.

FLatwo sprawdzi¢, dlaczego tak jest. Ustalmy dla uproszczenia rachunkéw, ze
lokalne potudnie wypada w chwili ¢t = 0, a lokalna godzina 18:00 w chwili
t = % (to znaczy mierzymy czas predkoscig katowa Stonca). Z rysunku 3
widzimy, Ze przesunieciu Stonca po niebie o kat ¢t odpowiada obrét cienia

o kat a(t), przy czym
AA XA AA

W) eall) =54 = 04 X4
Jesli wiee ¢ = 90° (biegun pdlnocny), to «(t) = t, czyli cieh obraca sie
jednostajnie i w zegarze poziomym mozna uzy¢ réwnomiernej podziatki.
Gdy kat ¢ maleje, spada takze sin ¢, a przez to kat a(t) zmienia sie
niejednostajnie wraz z t.

=siny - tgt.

Ten efekt (lub defekt) mozna rekompensowaé, manipulujac ksztaltem
tarczy. Uméwmy sie, ze godzine odczytujemy na przecieciu cienia z krzywa
wyznaczajaca brzeg zegara. Najbardzie] wymagajacy esteta (na przyklad
jeden z autoréw tego tekstu) moglby chcie¢, aby pomiedzy kazdymi

dwiema chwilami ¢; < t9 kraniec cienia pokonywal fragment tej krzywej

o dtugosci proporcjonalnej do t9 — t1. Powinno to poméc roztadowadé lokalne
yzageszczenia”. Skoro pokonywana droga ma by¢ proporcjonalna do czasu,
to punkt odczytu musi przemieszczac sie ze stala predkoscia. Wkraczamy
tu w obszar geometrii rézniczkowej krzywych. Jezeli punkt przemieszcza sie
po plaszczyznie tak, ze w chwili ¢ znajduje sie w punkcie (z(t),y(t)), to jego
predkos$¢ w chwili ¢ ma wartos$¢

u(t) = /' (1) + 9/ ()2,

co wynika z twierdzenia Pitagorasa zastosowanego do predkosci

w kierunkach OX (u nas zach6d-wschéd) 1 OY (potudnie-péinoc). Wiemy
juz, ze w chwili ¢ obwiednia kazdego zegara musi przechodzi¢ przez punkt
odchylony od osi OY o kat «a(t), w takim razie jest opisana parametryzacja

t— (r(t)sina(t), r(t) cos a(t)).
Warunek stalej predkosci przyjmuje postaé
(r(t) sin a(t))"? + (r(t) cos a(t))"? = const.
Zakladajac, bez straty ogdlnoéci, ze const = 1, dochodzimy do réwnania
(1) +r(t) 2 (t)? = 1.
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Rys. 7. Utrzymujac stata predko$cé,
nie uda si¢ ,,dociagnac¢” do godziny széstej.

&

Rys. 8. Przyktad zegara
w Hyderabadzie. . .

Rys. 9. ... w Luksorze. ..

Rys. 10. ... i w Ketach.

Czytelnicy zaznajomieni z zasadami rézniczkowania funkcji
trygonometrycznych moga wyprowadzi¢ z réwnania (1) wzér na o’ (t),
za pomocy ktérego dostaniemy ostatecznie rownanie rézniczkowe
na promien r(t):

r(t)®

2 (1) + -1
@) ®) (cos? t + sin? psin® t)2

Zanim wrécimy do Ket i Hyderabadu, zatrzymajmy sie nad tym réwnaniem
na biegunie. Wtedy ¢ = 90° i szukamy funkcji r(¢), dla ktérej

()% +r(t)® = 1.
Taka wlasnosé ma niewatpliwie funkcja stata r(t) = 1, co daje omawiany
juz zegar biegunowy o tarczy w ksztalcie okregu. Nie jest to jednak
jedyna mozliwo$é! Mozemy, na przyklad, wzia¢ r(t) = cost, otrzymujac
krzywa t — (costsint,cos?t). Jest ona przedstawiona na rysunku 4 wraz
z punktami, w ktérych wypadat bedzie cien w kolejnych pelnych godzinach.
Jest to w istocie okrag o srodku S = (0, %) (prosze sprawdzié!). Co wiecej,
mogli$émy dokonaé tego odkrycia, uzywajac elementarnej geometrii (choé
jeden z autoréw tego tekstu nigdy by si¢ o to nie podejrzewal). Wyjasnienie
znajduje sie takze na rysunku 4: skoro kat wpisany zmienia sie ze stala
predkoscia, to takze kat srodkowy zmienia sie ze stalg, dwa razy wieksza
predkoécia, a wiec punkt odczytu czasu obiega S jednostajnie. Mozemy tez
wziaé dowolng kombinacje

(3) r(t) = acost + bsint, a*+b* = 1.

Krzywe opisane tego typu promieniem to okregi przechodzace przez punkt
(0,0), jak na rysunku 5. Praktyczna przydatnosé takiego zegara stoi pod
znakiem zapytania, bo niektére godziny wskazuje nie sam cien, a raczej jego
niewidoczne przedtuzenie w przeciwng strone od poczatku uktadu. Mozna
temu zaradzi¢, biorgc symetryczne odbicie odpowiedniego fragmentu, co
daje krzywa o stalej predkosci, ale nie wszedzie gltadka (rys. 6). Moze jednak
na biegun lepiej zabraé bardziej nowoczesny czasomierz.

To juz wszystkie rozwiazania réwnania (2). Niekompletny szkic dowodu,
ktérego szczegbdly zainteresowany Czytelnik moze uzupelni¢ we wlasnym
zakresie, jest nastepujacy: skoro 7/(¢)? + r(¢)? = 1 to, rézniczkujac,
dostajemy 27" (t)r'(t) + 2r'(t)r(t) = 0, a wiec r'(¢)(r"(t) + r(t)) = 0.

W takim razie albo /() = 0 i r(t) jest stala, albo r”/(t) = —r(t), a wtedy
r(t) musi byé¢ postaci (3).

Wréémy do szerokosci geograficznych o nieco cieplejszym klimacie. Dla
dowolnego ¢ réwnanie (2) jest bardziej skomplikowane i autorzy nie znaja
zadnego jawnego wzoru na jego rozwigzanie r(t) (moze kto$ z Czytelnik6w?).
Nic nie stoi jednak na przeszkodzie, aby znalez¢ rozwiazanie numerycznie
lub przyblizy¢ je eksperymentalnie, na przyktad tamang o statej odleglosci
miedzy kazdymi dwiema pelnymi godzinami. Mozemy manipulowaé
poczatkowa wartoscia promienia 7(0). Gdy zaczniemy zbyt daleko od
poczatku uktadu, rozwigzanie moze istnieé¢ tylko przez pewien czas,

a potem krzywa nie bedzie miala wystarczajacego zapasu predkosci, aby
nadazyé za coraz szybciej uciekajgcym cieniem (rys. 7). Ponizej pewnej
krytycznej wartosci rozwigzanie réwnania istnieje bardzo dtugo, az do godzin
nocnych, gdy Stonca juz dawno nie wida¢. Mamy tez swobode w taczeniu
kilku gtadkich fragmentéw, jak w przykltadzie na biegunie. Kilka tadnych
zegardéw o stalej predkosci cienia po brzegu tarczy przedstawionych jest

na rysunkach 8-10.

Jedne z bardziej efektownych zegaréw stonecznych znajduja si¢ na
budynkach, a wiec na pionowych $cianach, i to niekoniecznie zwrdéconych
na poludnie. Zainteresowanym Czytelnikom polecamy przeniesienie naszej
konstrukeji np. na Sciane swojego domu.
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