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Rys. 1. Zasada okreslenia pozycji

w oparciu o hiperboliczne linie pozycyjne
(gdzie M, X, Y — stacje nadawcze; LOP
— linia pozycyjna, ang. line of position).

Rys. 2. Siatki hiperbolicznych linii
pozycyjnych na nawigacyjnej mapie
morskiej.

*Wydzial Nawigacyjny,
Akademia Morska w Gdyni

Gdy krzywa niejedno ma imie, to peh,
czyli o stozkowych w ujeciu sferycznym

Piotr KOPACZ"

W podrézy bardzo istotna role odgrywa mapa, na ktérej okresla si¢ i zaznacza
aktualng pozycje, rozmaite odleglosci (np. odleglos$é przebyta, do mijanych
obiektéw, pozostala do celu podrézy) oraz katy (np. kursy, namiary).

Wspdlczednie na papierowych mapach nawigacyjnych nadal niejednokrotnie
wykonuje sie rozne konstrukcje geometryczne i w czesci odbywa sie to
w sposob klasyczny, tzn. za pomoca cyrkla i linijki.

W XX wieku na licznych morskich i lotniczych mapach nawigacyjnych
mozna bylto znalezé dodatkowo naniesiong siatke linii hiperbolicznych
zwiazanych z wykorzystaniem w celu pozycjonowania naziemnych

systeméw radionawigacyjnych, jak np. Decca, Omega, Chayka, Loran.

Ten ostatni nadal funkcjonuje na Dalekim Wschodzie na akwenach Pacyfiku,
a transmisja jego stacji nadawczych, znajdujacych sic w Ameryce Pélnocnej,
zostala zakonczona catkiem niedawno, tj. w sierpniu 2010 roku.

Zasada dziatania systemu hiperbolicznego opiera sie na pomiarze réznic
czasu lub faz odbieranych sygnaléw z par stacji nadawczych. Przy ustalonej
predkosci propagacji réznice czasu mozemy zamienié¢ na réznice odleglosci.
Poniewaz hiperbola sktada si¢ z punktéow, ktoérych wartosé bezwzgledna
réznicy odleglosci od dwéch ustalonych punktéw (ognisk) jest stala,

wiec miejsca, w ktorych jest ustalona stala réznica czasu miedzy dwoma
sygnalami, moga by¢ przedstawione graficznie jako linia pozycyjna

w ksztalcie hiperboli.

Oczywiscie, odbior sygnaléw od dwdéch nadajnikéw nie moze postuzyé

do jednoznacznego okreslenia pozycji obserwatora, a jedynie jednej

linii pozycyjnej — hiperboli, na ktérej pozycja obserwatora sie znajduje.
Odbiornik systemu powinien wiec odbieraé i obliczaé takze réznice czasu
pomiedzy druga para stacji nadawczych. Pozwala to na okreslenie pozycji
obserwatora w punkcie przeciecia dwoch hiperbol wykreélonych na mapie,
co pogladowo przedstawiono na rysunku 1.

Jedna para stacji generuje rodzine hiperbol o tych samych ogniskach —
wladnie w ogniskach znajduja sie pozycje stacji nadawczych. W praktyce
jedna ze stacji pierwszej pary moze byé¢ wykorzystywana zarazem jako stacja
w drugiej parze, zatem niezbedne sg co najmniej trzy stacje. NajczeSciej
wykorzystuje si¢ jednak zsynchronizowane sygnaly nadawane z czterech
stacji, co pozwala w danej chwili wyznaczy¢ trzy linie pozycyjne. Stacje
naziemne pracuja w grupach (tzw. tancuchach) trzech lub czterech stacji.

W danym tancuchu jedna ze stacji pelni role nadrzedna i nazywana jest
stacja gléwna (ang. master, na rysunku M), a pozostale okresla si¢ jako
podrzedne. Linia pozycyjna jest wyznaczana na podstawie sygnaléw ze stacji
gléwnej i podrzednej. Stacje te oddalone sg o 1100-1500 km. Wyznaczenie
punktu przeciecia dwoch hiperbolicznych linii pozycyjnych na mapie

z naniesiong siatka hiperbol (rys. 2 i 3), generowanych przez lancuchy
systemu, pozwala w efekcie na wyznaczenie wspoétrzednych geograficznych
pozycji obserwatora.

W pézniejszej fazie rozwoju systemu wykorzystano odbiorniki $ledzace

w sposob ciggly sygnal ukladu i automatycznie przeksztalcajace odbierane
sygnaly na wspélrzedne geograficzne pozycji obserwatora (statku, samolotu),
czas, predkosé, a takze dobierajace automatycznie i optymalnie tancuchy
stacji w celu poprawy jakosci okreslania pozycji, np. doktadnosci, ciagtosci.
Bezwzgledna doktadnosé systemu Loran-C wynosita 0,10-0,25 mil morskich
(okolo 185-463 m).
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Unowocze$niona wersja systemu, wystepujaca pod
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nazwg eLoran (ang. enhanced Loran), charakteryzuje
sie zwiekszona doktadnoscia okredlania pozycji
(wynoszaca okolo 10 m), co jest wynikiem ulepszenia

Rys. 3. Siatki hiperbolicznych linii
pozycyjnych na nawigacyjnej mapie
lotniczej.

odbiornika oraz charakterystyki transmisji. Stacje
systemu eLoran zostaly takze wykorzystane do
transmisji dodatkowych sygnaléw, w szczegdlnosci
poprawek DGPS (ang. Differential Global Positioning
System) w celu poprawy dokladnosci i wskazan
urzadzen réznicowej odmiany satelitarnego

systemu GPS.

W zastosowaniach morskich systemy hiperboliczne
wykorzystywano w zegludze przybrzeznej, jak rowniez
w nawigacji dalekiego zasiegu (nazwa systemu Loran
pochodzi od ang. LOng RAnge Navigation) przy
=l J odlegtosciach statku rzedu kilkuset mil morskich od
stacji nadawczych.
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Zauwazmy, iz do tej pory zakladaliémy bezzasadnie, ze mamy do czynienia
ze zwyczajnymi, to jest ptaskimi hiperbolami, ze wszystko dzieje sig¢

na plaszczyznie. Jednak przy wspomnianym wyzej rzedzie wielkosci w celu
uzyskania pomiaréw o wiekszej doktadnosci nalezy uwzglednié¢ krzywizne
Ziemi. Na przyktad, aproksymujac sferyczny tréjkat réwnoboczny o dtugosci
boku 400 km przez tréjkat plaski, popetniamy btad okoto 232 km?. Namiar
radionawigacyjny globalnie nie moze by¢ rozwazany jako euklidesowa linia
prosta na plaszczyznie, ale jako linia geodezyjna powierzchni, na ktérej

de facto sie znajduje. Jezeli uzywamy w modelowaniu globalnym sfery, to
linia taka jest tukiem okregu wielkiego.

Sprébujmy zatem zastanowié sie nad wlasnoéciami krzywych stozkowych,
w szczegblnosdci hiperbol, na sferze wykorzystywanej w uproszczonym
modelowaniu powierzchni Ziemi.

Krzywe stozkowe (okrag, elipsa, hiperbola, parabola) na plaszczyZnie sa
dobrze znane i mozemy ich obecnosé zaobserwowaé w licznych zastosowaniach,
np. w fizyce. Ich definicji mozemy formalnie uzy¢ w innych strukturach
geometrycznych, np. na zakrzywionych powierzchniach, i tam sprobowaé
znalez¢ ich odpowiedniki. Na poczatek sprobujmy przyjrzeé sie wlasno$ciom
elipsy i hiperboli na powierzchni kuli S2. A wiec szukamy linii, ktérych punkty
sa okreslone przez warunek stalosci sumy odleglosci od ognisk (w przypadku
elipsy) badZ modutu réznicy odlegloéci od ognisk (w przypadku hiperboli).

Niech ogniskami bedg dwa punkty jednostkowej sfery, Fy i F5, ktérych
sferyczna (czyli mierzona po powierzchni kuli) odleglo$é p(Fy, Fa) = 2¢
spelnia warunek 0 < 2¢ < 7 — pierwsze ograniczenie po to, by byly rézne,
drugi — by nie byly antypodyczne. Przyjrzyjmy sie lezacej na sferze figurze,
ktorej punkty spelniaja, dla pewnego dodatniego a, warunek wynikajacy

z nieréwnosci tréjkata

(%) {P : p(P, F1) + p(P, F>) = 2a},

ktéry na plaszczyznie, przy ¢ < a, okreslatby elipse. Na sferze nalezy

ten warunek wzmocni¢ do ¢ < @ < 7 — ¢, gdyz na sferze odleglosci

nie przekraczaja mw. Figure te przedstawia rysunek 4.

Na tym rysunku sa zaznaczone takze punkty F| i Fy, antypodyczne do
F1 i Fy. Oczywiscie, dla dowolnego punktu X mamy p(P, F}) = 7 — p(P, F}),
i = 1,2. Zatem figure opisang przez (x) mozna opisaé réwniez jako

[P+ |p(P.Fy) = p(P, F§)| = 20— m}.
W ten sposéb sferyczna elipsa okazala sie réwniez sferyczna hiperbola, tyle
ze o innych ogniskach.
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Jednakze hiperbole i elipsy, odnoszace si¢ do tej samej
pary ognisk, nie sa takimi samymi krzywymi. Tak jak
na plaszczyznie (rys. 5), przecinaja sie¢ one pod katem
prostym. Analogicznym ukltadem mozna si¢ postugiwaé
na sferze — uktad taki, ze wzgledu na nieodréznialnosé
sferycznych elips i hiperbol nazywa sie eliptycznym.

Okazuje si¢ takze, ze istnieje naturalny zwiazek miedzy

sferyczna elipsa/hiperbola a trzecia przedstawicielka
krzywych stozkowych — parabola. W plaskiej geometrii
euklidesowej parabola to zbior punktow o réwnej odleglosci
od ustalonej prostej (kierownicy) oraz ustalonego punktu
(ogniska) nielezacego na kierownicy. Na sferze punkt Fy
wyznacza jednoznacznie swoj punkt antypodyczny F}
oraz symetralna f odcinka FyF}, ktéra jest okregiem
wielkim lezacym w odleglosci 7/2 od tych punktéw (a wiec

Rys. 5. Siatka wspélrzednych zbudowana ze wspélogniskowych geodezyjna, czyli sferyczna prosta). Mozna zobaczy¢ to
i przecinajacych si¢ pod katem prostym elips i hiperbol. w ten SpOSéb, ze Oerg f ma dwa éI‘Odki, F2 i Fé — tak Jak

Rys. 6. Sferyczne krzywe stozkowe
— wyglad przyblizony, wersja sportowa.

rownik i dwa bieguny sfery z nim zwiazane.

Rozwazmy zbiér wszystkich punktéw na sferze réwnoodlegtych od danego
punktu F} i sferycznej prostej f. Jest on sferyczng parabola o ognisku Fj
i kierownicy f. Pozostawiam Czytelnikowi sprawdzenie, ze oba warunki:

{P : p(P7F1) +p(P7F2) = 7T/2}7 {P |p(P7F1) _p(P7F2,)| :7T/2},
okreslaja rowniez sferyczna parabole (rys. 4).

W ten spos6b otrzymalidémy krzywa, ktora jest jednoczesnie sferyczng
elipsa, hiperbolg i parabola. Uzywajac takiej samej definicji dla stozkowych
na plaszczyznie jak i na sferze, widzimy, ze sytuacja geometrycznie jest
zasadniczo inna w obydwu przypadkach.

Przedstawiona sferyczna krzywa stozkowa (a nawet mozna by powiedzieé¢ — trzy
krzywe w jednej) nie ma specjalnej nazwy, choé, byé moze, na nig zastuguje
ze wzgledu na ciekawe wlasnosci, jakie ma. Pozostawiajac Czytelnikowi
wymyslenie wtasnej nazwy dla przedstawionej tu krzywej, proponuje nazwe,
ktora juz sie¢ pojawita w tytule artykutu: odpowiednio zestawiajac ze soba
pierwsze litery nazw stozkowych, w ,skory” ktorych owa krzywa wchodzi,
powstaje akronim peh (od parabola — elipsa — hiperbola), a co za tym idzie,
nazwa ,pehowa” krzywa, cho¢ wcale na pechowa nie wyglada.

Reasumujac, mozna wykazaé, ze na sferze kazda elipsa jest hiperbola
i odwrotnie, a czasem bywa takze parabola. Dodatkowo, gdy kierownica f
pokrywasie z réwnikiem sfery i F} = Fb, parabola sferyczna jest rownoleznikiem
o szerokosci geograficznej m/4 (czyli 45°), wiec jest takze szczegblnym
przypadkiem okregu sferycznego.

x ok %

W artykule zostal uzyty model sfery S2. W praktyce dokladniejsze i bardziej
wiarygodne wyniki obliczen geodezyjno-kartograficznych uzyskaliby$my,
gdyby przyjaé jako model Ziemi elipsoide obrotows (nazywang takze
sferoida) lub elipsoide tréjosiowa. Krzywe stozkowe mozna réwniez rozwazac
na innych zakrzywionych powierzchniach lub w ogélniejszych strukturach
geometrycznych, gdzie ich ,wyglad” i wlasnosci moga nieraz zaskakiwac.

7 geometrycznego punktu widzenia mozna powiedzie¢, iz w nawigacji

istote stanowi wyznaczenie dwoch wielkosci: odlegtosci i kata. Rézne
struktury geometryczne dostarczaja réznych narzedzi i stwarzaja rézne
mozliwoéci. W szczegdlnodci, na rozmaitosci Riemanna istnieje mozliwo$é
obliczania odlegtosci i kata, a w ogdlniejszej strukturze, za jaka uwaza sie
rozmaitos¢ Finslera, istnieje mozliwo$¢ obliczania odlegtosci, ale kata juz nie.
Ale o tym moze innym razem.
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