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Rozwigzanie zadania F 826.
Sytuacja opisana w zadaniu przedstawiona
jest na ponizszym schemacie.

Dla czytelnosci schemat ten przesadnie
ukazuje polozenie tunelu wzgledem
krzywizny Ziemi. W rzeczywistosci
odlegto$é¢ miedzy Deltg i Albionem

nie przekracza 100 km. Oznacza to, ze
kat o przyjmuje wartosci bardzo bliskie
zeru. Uzasadnia to przyblizenie

r/R = oS atmax =~ 1
oraz
r=r-tga~ Ra.

Przyspieszenie wagonéw jest zatem
réwne iloczynowi promienia Ziemi R

i ich przyspieszenia katowego & wzgledem
srodka Ziemi. Sktadowa sily grawitacji
wzdluz tunelu Fy ,, wyraza si¢ wzorem
Fyw = Fygsina ~ Fya, gdzie F, jest
catkowity silg grawitacji dziatajaca

na wagon. Dla wagonu o masie m

mamy wiec

mRe + mga = 0.

Réwnanie to jest identyczne z réwnaniem
ruchu dla wahadla matematycznego

o diugosci R, wagonik bedzie wiec
wykonywal ruch okresowy o okresie

T = 274/ R/g. Podréz z Delty

do Albionu zajmuje p6t okresu, zatem
szukany czas jest rowny %T =m+/R/g.
Podstawiajac wartosci liczbowe,
uzyskujemy czas przejazdu réwny

42 minuty, niezalezny od odleglosci
miedzy Deltg i Albionem.

*Instytut Informatyki,
Uniwersytet Warszawski

Zliczanie podzialow liczby:
algorytm Eulera

Wojciech RYTTER®

Podzialy liczb sa ciekawymi obiektami kombinatorycznymi o dosy¢
skomplikowanych wtasnosciach. W tym artykule przedstawimy dwa algorytmy
zliczania takich obiektéw. Pierwszy prosty algorytm bedzie dziatal w czasie
O(n?) i pamieci O(n?), natomiast drugi, pochodzacy od Eulera i oparty na
tzw. liczbach pentagonalnych, w czasie O(n+/n) i pamieci O(n).

Podzial m = (A1, A, ..., \.) liczby naturalnej n na r czesci to przedstawienie tej
liczby w postaci sumy r dodatnich liczb catkowitych

n=MAM+X+...4+A, gdzie A1 >3 >... 2\,

Wizystkie podzialy liczby n, w porzadku antyleksykograficznym, mozna
wygenerowad iteracyjnie nastepujaco. Zaczynamy od trywialnego podziatu

7 = (n). W celu wygenerowania nastepnego podzialu szukamy pierwszego \; > 2
od prawej strony, zastepujemy \; przez \; — 1, a pozostale sktadniki na prawo
dobieramy tak, aby otrzymany podzial byl jak najwickszy leksykograficznie.

Na przyktad podzialy n = 5 w porzadku antyleksykograficznym to:

5, 441, 342, 3+14+1, 242+1, 241+14+1, 1+1+1+1+1.
Oznaczmy przez p(n) liczbe podzialéw liczby n, mamy:

n [0]1]|2|3[4]|5] 6| 7] 8] 9|10]11]12]| 13| 14| 15
pn) 1] 1]2|3][5[7[11]15]22]30|42[56|77|101 135|176

Dla n < 0 przyjmujemy, czysto formalnie, ze p(n) = 0.

Oznaczmy przez p(n, k) liczbe podzialéw liczby n na k czesci. Algorytm o czasie
kwadratowym wyznaczania p(n) dla n > 1 polega na obliczeniu (kwadratowej
liczby) wartosci p(n, k) na podstawie rekurencji:

(n, k) = 0 dla k > n lub k£ <0,
P )= p(n—1,k—1)4+p(n —k,k) w przeciwnym przypadku.
Rekurencja wynika stad, ze mamy dwa przypadki:
e )\, = 1: Wtedy mamy p(n — 1,k — 1) podzialéw z pominieciem A.
o )\, > 1: Wtedy mozemy odjac jeden od kazdego \;, otrzymujac podzial
liczby n — k na k czesci.

W celu szybszego obliczenia p(n) rozwazymy podzialy na rézne czesci, tzn.

A1 > Ao >0 > A\
Niech p(n) bedzie liczba takich podzialéw. Przez peven (1), Doven (1), Podd (1), Podd (1)
oznaczmy liczbe podzialéw n na parzysta/nieparzysta liczbe czesei (o réznych
rozmiarach w przypadku symboli z 7).

Na przyktad p(15) = 27, poaa(15) = 14, Peven(15) = 13, patrz tez rysunek 3 (str. 9).
Zauwazmy, ze liczby p(n) sa przewaznie znacznie mniejsze od liczb p(n) (chociaz
na poczatku niewiele si¢ réznia).

Mozemy réwniez zdefiniowaé p(n, k) — liczbe podzialéw n na k réznych czesci.
Na przyklad p(50,7) = 522, co Euler obliczyl prawie 300 lat temu bez uzycia
komputera (ani kalkulatora), odpowiadajac na pytanie matematyka
Philippe’a Naudégo.

Kluczowa okazuje sie funkcja:
A(TL) = ﬁodd(n) - ﬁcvcn(n)'

Funkcje p(n), p(n) sa bardzo skomplikowane, natomiast zadziwiajace jest, ze
funkcja A(n) ma bardzo prosta strukture. Poczatkowe wartosci to:

)
n [1|2]3]4] 5|6] 7[8]9|10]11]12|13][14]15|16]17]18
An)|[1[1]o]o|-1]o]-1]0f0o] of of 1] of of 1] o] 0] O
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Rozwigzanie zadania M 1376.

Skoro w wierzchotku A spotykaja sie
trzy krawedazie, to w tym wierzcholtku
spotykaja si¢ tez trzy Sciany. Oznaczmy
je jak na rysunku.

Wezmy punkt przecigcia prostej £,

z plaszczyzng symetralng odcinka AC
(przyjmujemy definicje i oznaczenia

z rozwigzania zadania M 1375).

Zauwazmy, ze nalezy on tez do prostej £,.

Istotnie, nalezy do plaszczyzny
symetralnej AB, bo prosta £, jest

w niej zawarta, i do plaszczyzny
symetralnej AC'. Przeciecie tych
plaszczyzn to wlasnie prosta £, .
Podobnie, nalezy on do prostej €.
Jest wiec rowno odlegly od wszystkich
wierzchotkéw Scian z, y, z

Oto kilka liczb pieciokatnych:

i 12| 3] 4] 5] 6] 7

Euler odkryt dwie istotne (dla obliczania p(n)) wlasnosci funkeji A:

Wtasnosé 1. p(n) spelnia rekurencje:
(1) ) =Y A(k)-p(n—k).
k=1

Wtiasnos$é 2. Jak widaé z poczatkowych wartosci, A(k) jest ciagiem
rzadkim (bardzo duzo zer). Jest on latwo obliczalny za pomoca tzw. liczb
pentagonalnych. Wartosci tego ciagu to zera, +1 lub —1.

Z tego, ze ciag A(n) jest bardzo rzadki, wyniknie, iz przy obliczaniu p(n) tylko
O(y/n) skladnikéw sumy (1) jest niezerowych.
Zatem p(n) wyznaczamy w czasie O(y/n), znajac p(n — 1),p(n —2),...,p(0).
W sumie mamy algorytm dzialajacy w czasie O(n+/n) i pamigci O(n), o ile
potrafimy latwo wypisywaé niezerowe wartosci A(k).
Euler najpierw odkryt wlasnosci A heurystycznie, a dopiero po 10 latach znalazt
dowdd (byé moze wezesniej nie mial czasu).
Zdefiniujmy liczby pentagonalne (pieciokatne)
pent(i) = (3i — 1)i/2.

Nazwa pochodzi od interpretacji geometrycznej, podobnie jak dla liczb
tréjkatnych. Mamy:

pent(i) = pent(i — 1) 4+ 3i — 2.
Liczby pentagonalne bedziemy réwniez nazywaé liczbami trapezowymi

pierwszego typu, a liczby pent(i) + ¢ liczbami trapezowymi drugiego typu,
patrz gérny /dolny trapez na rysunku 1 (str. 8).

pent(i) | 1|5]12]22(35|51|70

Rozwigzanie zadania F 825.
W rozwazanej w zadaniu sytuacji

stosujemy wyidealizowany opis polegajacy
na przyjeciu, ze podloze jest powierzchnig

nieskonczenie ci¢zkiego ciala. Jedli
natomiast przyjmiemy, ze cialo,

od ktérego odbija sie piteczka, ma
mas¢ M, to zasade zachowania pedu
i energii dla ruchu jednowymiarowego
przy zalozeniu, ze ciezkie ciato
poczatkowo spoczywa, mozemy
zapisaé jako:

mv = mvy + Mua,

1 2 1 s 1 2
—mv° = —mv; + —Mwv;,
2 2 2T
gdzie vy i v2 sa odpowiednio predkosciami

piteczki i ciezkiego ciata tuz po odbiciu.
Sa one réwne

M —m
v, = ———m7
M+ m
oraz
2m
Vo = v,
M+ m

a zatem dla M > m rzeczywiscie mamy
vy & —v oraz ve ~ 0.

g

Ponadto zdefiniujmy wspé}czynniki pentagonalne:

[ (=1)? jesli k = pent () lub k = pent(7) + 1,
2) e(k) = 1)+t li k& lub k&

0 w przeciwnym przypadku.
Lemat kluczowy.

(3)
Mozemy teraz zapisaé algorytm (jedna iteracje) wyznaczania p(n) nastepujaco:

(4) p(n) =Y (1) - (p(n — pent(i)) + p(n — pent (i) — i)).

i1

A(k) = e(k).

W réwnaniu tym korzystamy jedynie z wartosci ¢ takich, ze pent(i) <
jedynie O(y/n) takich warto$ci i mozemy je wszystkie latwo obliczydé.

n, mamy

Twierdzenie. Liczby p(1),p(2),...,p(n) mozemy obliczyé w czasie O(n+/n)

i pamieci O(n).

Dowéd réwnania (1)

Uzasadnienie jest sprytna manipulacja algebraiczna, korzystajaca z tego, ze dwa
wielomiany bedace ta sama funkcja maja takie same wspotczynniki przy tych
samych potegach zmiennej. Sztuczka polega na tym, zeby te same wielomiany
przedstawi¢ na dwa rézne sposoby, z jednego wymnozenia otrzymujemy wynik,
ktory przyréownujemy do wymnozenia w innej formie. Zdefiniujmy:

dx)=0Q4z+22+.. . +2"), YE)=1-2
oraz
Wi(z) = Hsb(xi), Ws(z) = Hlﬁ(xz)
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Rys. 1. Trapezy rzedu k dla k = 4. Trapez
pierwszego typu ma pent(k) elementéw,
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a drugiego typu ma pent(k) + k

elementéw. Podzialy odpowiadajace tego

typu trapezom nazywamy podzialami

trapezowymi.
23=T4+6+5+3+2
O O O O O O e
O 0 0 O O ‘k:S
O O O O e
o O O
® O0rL=2
ibijekcja
23=8+4+5+7+3
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Rys. 2. Dzialanie funkcji F'.

s . n ’ s . . . , s’ .
Wprowadzmy notacje = dla réwnosci wielomianéw z doktadnoscia do poteg
wyzszych niz n — inaczej méwiac, bierzemy reszte z dzielenia przez z"*1.
Zauwazmy, ze zachodzi dosy¢ tatwe réwnanie:

Na przyklad dla n = 1 mamy Wi(x) =1+ z, Wa(z) = 1 — z oraz
A+x)(l—2)=1-2>2

Przedstawimy teraz te same wielomiany w innej formie, po wymnozeniu
czynnikéw ¢(zt) 1 ¢ (a*):

(©) Wi(z) £ p(0)2® + p(1)z! + p(2)2® + ... + p(n)a™,

Wa(z) 21— A(D)z' — A2)z% — ... — A(n)z"™.
Aby uzasadni¢ powyzsze rownosci, zauwazmy, ze przy wymnazaniu czynnikow
é(x*) w Wi(x) na wszystkie mozliwe sposoby wybieramy z kazdego z nich
po jednym jednomianie. Kazdy taki wybér, w ktérym iloczyn wybranych
jednomianéw to z* dla k < n, odpowiada podzialowi liczby k, a jednomian
wybrany w ¢(z?), dla i € {1,...,n}, oznacza, ile wystapien sktadnika i
znajduje sie w tym podziale. Podobnie sytuacja wyglada w przypadku Wa(z)
i czynnikéw 1 (z?); tutaj jednak dochodzi jeszcze znak jednomianu, wskazujacy
na parzysto$c¢ liczby czesci w odpowiadajacym mu podziale.

Zréwnania (5) dlan > 1 wynika, ze wspétezynnik przy 2™ w iloczynie Wy (x) - Wa(z)
wynosi zero. Korzystajac z wlasnosci (6), mozemy ten wspélczynnik przedstawié
jako kombinacje iloczynéw p(i), A(j), gdzie i + j = n, w rezultacie otrzymujemy:
p(n)-1—=pn—1)-A(1) —p(n—2)-A(2) —=p(n—3)-A@B) —... = A(n) - p(0) = 0.

Stad bezposrednio wynika réwnanie (1).

Dowéd lematu kluczowego (réwnania (3))

W sekcji tej rozwazamy tylko podzialy na rézne czeéci. Dowod lematu
kluczowego wymaga wprowadzenia interpretacji geometrycznej podziatéw.

Podziat liczby moze zostaé przedstawiony w postaci diagramu zwanego
diagramem Ferrersa. Liczby elementéw w poszczegdlnych wierszach
diagramu odpowiadajg poszczegolnym sktadnikom A;. Diagramy Ferrersa dla
przyktadowych podziatéw liczb 22 i 26 sa przedstawione na rysunku 1. Sa to
bardzo szczegdlne podzialy, ktére bedziemy nazywaé trapezowymi.

Podzial trapezowy rzedu k pierwszego typu jest postaci
(k+k—1k+k—2k+k—3,...,k),

a drugiego typu — postaci
(k+kk+k—-1k+k—-2...,k+1).

Obserwacja. Podzial trapezowy majacy pent(k) lub pent(k) + k elementéw
sklada sie z k czesci.

Liczbe n nazywamy liczba trapezowa, gdy istnieje podzial n bedacy podzialem
trapezowym. Dla danego n jest zawsze co najwyzej jeden taki podzial. Liczby
trapezowe sa postaci pent(j) lub pent(j) + j.

Dla diagramu 7 (niekoniecznie trapezowego) przez k(m) oznaczmy liczbe
elementéw na prawej diagonali, poczynajac od prawego gérnego elementu. Jesli
odpowiadajacym podzialem jest (A1, Aa, ..., Ar), to k() jest najwieksza liczba
naturalng, taka ze \; —1 = X1 dlai=1,2,...,k(7r) — 1. Przez h(n) = A,
oznaczmy dlugos¢ najkrotszego wiersza diagramu.

Jedli podzial 7 nie jest trapezowy oraz h(m) < k(w), to F(m) definiujemy jako
podzial powstajacy z m poprzez dodanie do kazdego z pierwszych h(w) wierszy
po jednym elemencie i usuniecie najkrétszego (dolnego) wiersza, patrz rysunek 2.

Podzialy o parzystej/nieparzystej liczbie cze$ci nazywamy
parzystymi/nieparzystymi. Zauwazmy, ze funkcja F' zmienia parzystosé podziatu.
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14+1+15
13+2+<12+2+1
1243+ 11+2+1
11+4+<10+4+1
10+5+ 9+5+1
9+64 8+6+1
8+T7+ 7+6+2
T+5+24+1¢ 8+5+2
T+4+4+3+1+ 84+4+3
9+3+2+1+10+3+2
8+4+2+14 9+4+2
64+5+3+1«< 7+5+3
64+4+3+2< 5+4+3+2+1
6 + 5+ 4 podzial trapezowy

Rys. 3. Zgrupowanie podzialéow
nietrapezowych liczby n = 15
zgodnie z dziataniem funkcji F'.

Zachodzi nastepujacy, dosy¢ oczywisty fakt.

Wtasnoéé¢ funkcji F'. Funkcja F' jest bijekcja miedzy nietrapezowymi
podziatami n z h(m) < k() i nietrapezowymi podzialami n z h(w) > k(7).

Na mocy tej wlasnosci otrzymujemy:
1 gdy n jest nieparzysta liczbag trapezowa,

(7)  Poad(n) — Peven(n) = { —1 gdy n jest parzysta liczbg trapezows,
0 w przeciwnym przypadku.

Stad:
Dodd(n) — Peven(n) = e(n)  dla kazdego n.

Nieoczekiwana relacja miedzy funkcjami p(n) i o(n)
Jako ciekawostke podamy, bez uzasadnienia, pewien zwigzek dwoch pozornie
odleglych funkcji p(n) i o(n), przy czym o(n) oznacza sume dzielnikéw liczby n
(wlacznie z n). Mamy
n [1]23]4]5] 6[7] 8] 9]10]11|12]13]14]15
o(n) |1]3]4[7]6]12]8]15[13]18[12|28 |14 [24 |24

Dla funkcji o zachodzi prawie taka sama rekurencja jak dla p(n), jedyna réznica
to zastapienie p(0) przez n we wzorze (1):

(8) o(n) = 2 A(k)-o(n—k)+ A(n) - n.
k=1

Przyklad. Dla n = 15 mamy:
o(15)=0(15—-1)+0(15—-2)—0(15—-5) — (15 =7) + (15— 12) + 15 =
=24+14—-18—-154+4+ 15 =24,
p(15) = p(15 — 1) + p(15 — 2) — p(15 = 5) — p(15 = 7) + p(15 — 12) 4+ p(0) =
=135+101 —42—-22+3+1=176.

Korzystajac ze zwiazku liczb A(k) z liczbami pentagonalnymi, wszystkie

wartosci o(n),o(n — 1),...,0(1) mozna obliczy¢, tak jak poprzednio, w czasie
O(n+/n) i pamigci O(n). Zachodzi réwniez inny zadziwiajacy zwiazek:
n
(9) o(n) = Z k- A(k)-pln — k).
k=1

Jedli n = [[p;"* jest rozkladem n na czynniki pierwsze, to

o(n)=[]eM" =1/ ][ - 1.
Wydaje sig, ze wyznaczanie o dla wszystkich liczb 1,2,...,n za pomoca

wzoru (8) i liczb pentagonalnych jest jednak wygodniejsze niz przy zastosowaniu
ostatniego wzoru.

Australijski matematyk Kurt Mahler wykazal, ze liczba

0,12345678910111213141516171819202122232425262728293031323334353637383940...

(kazdy wie, jak dalej)
nie jest pierwiastkiem zadnego wielomianu o wspélczynnikach wymiernych.
Liczby takie stanowia wiekszos¢ liczb rzeczywistych, ale na odkrycie pierwszej
takiej liczby czekano az do 1844 roku (Joseph Liouville). To, ze liczba 7 tez
jest taka, udalo sie¢ wykazaé¢ dopiero w 1882 roku Ferdinandowi Lindemannowi.

M. K.



