POl
Q’\\‘ 50
C

<

Rys. 1. Szary obszar to pigte naroze,
kolorem zaznaczono jego brzeg.

Rys. 2. Dla pigtego naroza liczymy
kolorowe prostokaty, natomiast

nie liczymy czarnych, bo miescilty si¢ one
w mniejszych narozach.

Rys. 3

Rys. 4

Rys. 5. Szarym wypelnieniem oznaczono
wybrane wiersze i kolumny, kolorem —
prostokat i jego wyrézniong kratke.
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Rozwazmy szachownice n x n. Policzmy dwoma niezaleznymi sposobami, ile jest
na niej prostokatéw o bokach wzdtuz linii podziatu na kratki.

Sposéb I. Dla k = 1,2,...,n nazwijmy k-tym narozem szachownicy jej lewa
gbérna czesé o rozmiarach k x k, a brzegiem tego naroza nazwijmy dwa jego boki:
prawy i dolny (rys. 1). Prostokaty zliczajmy wedle tego, w ktérym narozu sie
mieszczg. Prostokat, ktory miesci sie w k-tym narozu, miesci sie tez we wszystkich
wigkszych narozach. Aby nie liczyé takich prostokatéw wielokrotnie, dla kazdego
naroza liczmy tylko te, ktére dotykaja jego brzegu (rys. 2). Wtedy kazdy prostokat
policzymy doktadnie raz — tylko przy najmniejszym narozu, w ktérym sie miesci.

Ile prostokatow miesci sie w k-tym narozu i dotyka jego brzegu? Taki prostokat
moze dotyka¢ obydwu bokéw z brzegu albo tylko jednego z nich. Prostokat
pierwszego z tych rodzajéw (rys. 3) mozna utozsamié¢ z pozioma prosta
wyznaczajaca jego géorny bok i pionowg wyznaczajaca bok lewy. Tego typu
prostokatéw jest wiec k2, bo prosta w kazdym z kierunkéw mozna wybradé

na k sposobow.

Kazdy prostokat dotykajacy tylko prawego boku naroza (rys. 4) mozna utozsamic
7z prosta pionowa wyznaczajaca lewy bok prostokata (jest k& mozliwych takich
prostych) oraz z parg réznych prostych poziomych wyznaczajacych jego poziome
boki (par jest (g), bo wybieramy dwie proste sposrdd k). Takich prostokatéw jest
wiec k - (g) Prostokatéw dotykajacych tylko dolnego boku naroza jest tyle samo.

Wszystkich prostokatéw w k-tym narozu, dotykajacych jego brzegu, jest wiec
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Wobec tego wszystkich prostokatéw na szachownicy jest > k3. O
k=1

Sposéb I1. Kazdy prostokat mozna utozsami¢ z dwiema parami prostych
zawierajacych jego boki. Oznacza to, ze prostokatéw jest tyle, na ile sposobéw
mozna na szachownicy wybra¢ pare roznych prostych pionowych i pare réznych
prostych poziomych. Prostych w kazdym z kierunkéw jest n + 1, wybraé dwie
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Jaka jest suma pdl wszystkich rozwazanych prostokatéw?

Rozwigzanie. Kazdy prostokat ,wnosi” do sumy pdl tyle, z ilu jednostkowych
kratek szachownicy sie sktada. Suma pél réwna jest wiec liczbie par (prostokqt,
nalezgca do niego kratka). lle jest takich par?

Dobudujmy do naszej szachownicy n x n po jednej pomocniczej kolumnie

z lewej i z prawej oraz po jednym wierszu, na gorze i na dole. Otrzymujemy
szachownice (n + 2) x (n + 2). Wybierzmy trzy rézne kolumny (mozna to zrobié
na (";2) sposoby) oraz trzy rézne wiersze (na tyle samo sposobéw). Taki wybér
mozna utozsami¢ z wybraniem prostokata i jego kratki: prostokat to obszar
pomiedzy pierwsza a trzecia z wybranych kolumn oraz pomiedzy pierwszym

a trzecim z wybranych wierszy, zas jego wyrédzniona kratka jest na skrzyzowaniu

$rodkowej z wybranych kolumn ze srodkowym z wybranych wierszy (rys. 5).

Wobec tego par (prostokqt, nalezgca do niego kratka) jest (";2)2 i taka jest tez
szukana suma pol wszystkich prostokatéw na szachownicy. O
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