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Rys. 1. Wykres funkcji
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Rys. 2. Wykres funkcji
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Nier6wnosci i styczne
Michat KIEZA

W dowodzeniu nieréwnosci czesto pomocna bywa tak zwana metoda
stycznych. Zdarza sig¢, ze wykres funkcji lezy nad pewna prosta styczna

do niego lub pod taka prosta (wszedzie lub tylko na jakim$ przedziale).

To oznacza, ze mozemy oszacowaé wartosci tej funkcji przez wartosci funkcji
liniowej, ktérej wykresem jest wybrana styczna. Zeby takie oszacowanie
doprowadzito do celu, wybrana styczna musi przechodzi¢ przez punkt,

dla ktorego badana nieréwnosé jest réwnoscia. Przyjrzymy sie kilku
przykltadom zastosowan tej metody. We wszystkich przyda sie réwnanie
prostej stycznej do wykresu funkeji f w punkcie xg:

y=f'(z0) -z + f(z0) — f'(20) - 2o
Sprawnie rézniczkujacy Czytelnik wyprowadzi ten wzér z tatwoscia.
1. (XLVII Olimpiada Matematyczna, II etap) Wykazad, Ze jesli kazda z liczb
a, b, ¢ jest nie mniejsza od f% oraz a+b+c=1, to
a b c 9
criteriteri S w

Rozwigzanie. Dang nieréwnos$¢ mozemy przepisa¢ w postaci

fla) + f(8) + f(e) < 15, adsic @)= 5.

Zauwazmy, ze rOwnos¢ zachodzi dla a =b=c = % Roéwnanie stycznej do

funkcji f w punkcie % ma postac

= §x + i
V=95 T s00
Zauwazmy, ze dla liczb a, b, ¢, spelniajacych warunek a + b+ ¢ = 1, suma

wartosci wyrazenia %x + % jest réwna %(a +b+c)+3- % = 19—0.
Wystarczy wiec, jesli wykazemy, ze dla x > —% prawdziwa jest nieréwnosé
T 18 3
2515575
co sugeruje wykres na rysunku 1. Po prostych przeksztalceniach otrzymujemy
0 < (3 — 1)%(4z + 3),
a ta nieréwno$¢ jest spelniona, poniewaz = > —%.

2. (Zadanie 506 z Klubu 44M) Udowodnié, Ze dla dowolnych liczb dodatnich
a, b, c,d zachodzi nieréwnodé
at bt ct d*

a3+ a?b+ b3 * b3+ b2c+c3 * A+ c2d+ d3 N d3 +d?a + a3 >

a+b+c+d
> — .

4

Rozwigzanie. Na pierwszy rzut oka ten przyklad jest inny od poprzedniego
— tym razem mamy sume funkcji dwoch zmiennych. Ale to tylko pozorna
trudnoé¢. Sprobujmy udowodnié nieréwnosé

a4

a3 + a?b+ b3
gdzie o 1 B sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Dzielac obie strony przez a

i podstawiajac = 2, otrzymujemy

a)
1
1+xz+ a3 >a+fz

Teraz juz wiemy, co robi¢: w wyjéciowej nieréwnosci réwnoé¢ zachodzi dla
a = b= c = d, wiec musimy tak dobra¢ wspélczynniki v i 3, aby réwnosé
zachodzita dla x = 1. Znajdujac rownanie stycznej do wykresu funkcji
flx) = ﬁ w punkcie x = 1, otrzymujemy wspdtezynniki o = % ig=-

> aa + (b,

4
g

14



-1

Rys. 3. Wykres funkcji

Fla) = (z + 3)

i stycznej w « = 1.

222 + (3 — x)?

Udowodnimy teraz, ze dla dodatniej liczby rzeczywistej z zachodzi
nierownosé

_t T 4

ltz+25°9 9"
Réwnowaznie mozemy zapisaé 4z — 723 + 422 — 3z + 2 > 0, a nastepnie
doprowadzamy nieréwnosé do postaci (x — 1)%(42% +z +2) > 0 - teraz
widad, ze to prawda dla dowolnego x > 0. Zatem dla dowolnych liczb
dodatnich a, b zachodzi nieréwnosé¢

a* S 7 4b
B+atb+b” 90 9

Szacujac w ten sposéb kazdy ze skladnikéw lewej strony wyjéciowej
nieréwnosci, dostajemy teze.

3. (Olimpiada Matematyczna USA 2003) Udowodnié, Ze dla dowolnych liczb
dodatnich a,b, c zachodzi nierownosé

(2a +b+c)? (20 + ¢+ a)? (2c+a+b)?

202+ (b4+¢)2 " 2024 (c+a)? 22+ (a+b)2

Rozwigzanie. Tym razem sytuacja jest jeszcze inna, poniewaz mamy
sume funkcji trzech zmiennych. Jednak i w tym przypadku tatwo mozna
ja sprowadzi¢ do sumy funkcji jednej zmiennej. Zauwazmy, ze dana
nieré6wnos¢ jest jednorodna: liczniki i mianowniki utamkéw sa wielomianami
zlozonymi z jednomianéw tego samego stopnia, a ponadto stopien licznika
i mianownika jest taki sam. Stad wynika, ze mozemy bez straty ogélnosci
przyja¢ a + b+ ¢ = 3. (Jest to bardziej wygodne niz zalozenie a + b+ c =1,
gdyz réwnosé zachodzi dla a = b = ¢ = 1.) Wéwczas dana nier6wnosé
przyjmuje postac
(a+3)? (b+3)? (c+3)? -3

202+ (3 —a)? ' 22+ (3 — D)2 i 224+ (3—¢)2

(z+3)*

= 2224 (3—x)?
w punkcie x = 1, otrzymujemy do udowodnienia nieréwnosé
(z +3)? 4 4

— <-4+ -,

202+ (3—x)2 3" '3
ktéra jest réwnowazna 0 < 1222 — 1522 — 62 + 9 = 3(x — 1)?(4x + 3),
co jest prawda dla x > 0. Dodajac stronami otrzymane w ten sposob
oszacowania wszystkich utamkow lewej strony danej nieréwnodci,
otrzymujemy teze.

Znajdujac réwnanie stycznej do wykresu funkcji f(x)

Jak nietrudno si¢ przekonaé, przy zatozeniu a + b + ¢ = 3, nieréwnosé

zachodzi nie tylko dla liczb dodatnich, ale takze dla nie mniejszych niz —%.
Zadania dla Czytelnikoéw
4. (Zwardon 2006) Liczby rzeczywiste x1, %2, ..., Ty, gdzie n > 1, spelniajg
warunki )

1 =z 1

ﬁxiil < 5 orez Tp >—1, k=12,...,n.

Udowodnié, ze x1 + a0+ ...+ 2, < n.

5. (Jugostawia 1986) Udowodnié, ze dla dowolnych liczb dodatnich a, b, c
zachodzi nierounosé

a’ b3 3 a+b+c
+ + > .
a?+ab+b2  b2+bc+c? 2+ ca+a? 3

6. (Japonia 1997) Udowodnié, Ze dla dowolnych liczb dodatnich a,b,c
zachodzi nierouwnosé

(b+c—a)? (c+a—b)? (a+b—c)? >3

(b+¢)? + a? + (c+a)2+b2 " (a+b2+c27 5
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