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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 552, 553
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

552. Do podstawki lezacej na stole przymocowany jest pelny walec

o promieniu R, ktéry moze swobodnie obraca¢ sie wokol wlasnej osi. Do konca
nici nawinietej na walec i przerzuconej przez nieruchomy bloczek, jak na
rysunku 1, przymocowano cig¢zarek. Masy podstawki, walca i cigzarka sa
jednakowe. Ile obrotéw wykona walec w czasie t7 W chwili poczatkowej uktad
spoczywa. Tarcie mozna zaniedbac.

553. Ile ciepla wydzieli sie¢ na oporze R w obwodzie przedstawionym na
rysunku 2(a) po zamknieciu klucza? W chwili poczatkowej kondensator

o pojemnosci C nie jest naladowany. Sita elektromotoryczna zrédla pradu
wynosi £, opor wewnetrzny zrédla jest zaniedbywalny. Wyidealizowana
charakterystyka pradowo-napieciowa diody przedstawiona jest na rysunku 2(b).

Rozwigzania zadan z numeru 10/2012

Przypominamy tres¢ zadan:

544. CienkosScienna, nieprzewodzaca sfera o promieniu R i masie M naladowana jest réwnomiernie
tadunkiem Q. W sferze znajduja si¢ dwa niewielkie otwory lezace na tej samej $rednicy. Czastka

o masie m i tadunku ¢ jednoimiennym z @Q zaczyna zblizaé si¢ do sfery z bardzo duzej odleglosci
wzdtuz prostej przechodzacej przez otwory, z predkosciag poczatkowa v. W chwili poczatkowej
sfera spoczywa. Ile czasu czastka znajdowaé sie bedzie wewnatrz sfery? Przyjmij, ze efekty
magnetyczne sg zaniedbywalne.

545. Satelita poruszajacy si¢ po orbicie kotowej o promieniu R wokét planety o promieniu r zostal
przyhamowany i zaczal poruszaé sie po orbicie eliptycznej, stycznej do powierzchni planety. Wyznaczyé
czas spadania satelity na planete. Przyspieszenie grawitacyjne na powierzchni planety wynosi g.

544. Sposdéb 1. Jako uklad odniesienia mozemy wybra¢ uklad inercjalny,

w ktérym sfera w chwili poczatkowej spoczywa. Sity elektrostatyczne sa
zachowawcze oraz nie dzialaja zadne sity zewnetrzne, spelnione sa wiec zasady
zachowania energii i pedu:

(me?) _ (Md) | (md) | Qg
2 2 2 dregR’
mv = Muvy + mus,

gdzie vy 1 v2 sa odpowiednio predkosciami sfery i czastki w chwili, gdy czastka
dotrze do pierwszego otworu. Musi by¢ spelniony warunek vo > v1. Wiemy

z prawa Gaussa, ze wewnatrz réwnomiernie naladowanej sfery nie ma pola
elektrycznego, czastka porusza sie wiec od jednego do drugiego otworu ruchem
jednostajnym prostoliniowym z predkoscia wzgledng v, = vy — v1. Szukany czas
wynosi t = 2R/v,.

Sposéb 2. Przyspieszenia ds i d; odpowiednio czastki i sfery w dowolnym
ukladzie inercjalnym wynosza @» = F/m i d@; = —F /M, gdzie F jest silg, jaka
sfera dziala na czastke wzdtuz wektora polozenia wzglednego obu cial, a jej
wartosé¢ zalezy od odleglosci miedzy nimi. Przyspieszenie wzgledne wynosi
@=dy—a =F/u, gdzie y = mM /(M + m). Jest to réwnanie ruchu fikcyjnej
czastki o masie p, zwanej masa zredukowana uktadu dwéch cial, poruszajacej sie
z ich predkoscia wzgledna w polu sity F. Zasada zachowania energii w naszym
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Rys. 3

Rys. 4

Rozszerzona czoléwka ligi zadaniowej
Klubu 44 F
po 541 zadaniach

Andrzej Nowogrodzki

(Chocianéw) 2 — 39,02
Tomasz Rudny (Warszawa) 35,20
Krzysztof Magiera (Losiéw) 2 — 28,34
Tomasz Wietecha (Tarnéw) 8 — 27,04
Dariusz Wilk (Rzeszéw) 26,57
Radostaw Poleski (Kolobrzeg) 23,47
Jacek Konieczny (Poznan) 23,03
Ryszard Wozniak (Krakéw) 20.88
Andrzej Idzik (Bolestawiec) 10 — 19,79

Lista obejmuje uczestnikéw, ktérzy
przystali co najmniej jedno rozwigzanie
zadania z rocznikéw 2009-2012 oraz maja
w biezacej punktacji na swoim koncie

co najmniej 11 punktéw. Cyfra przed
kreska wskazuje, ile razy uczestnik zdobyt
juz 44 punkty.

Weterani Klubu 44 F (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

P. Bala, D. Lipniacki, A. Sikorski,

A. Surma (4), P. Gworys, A. Idzik (10),
T. Wietecha (8), J. Lazuka, M. Wéjcicki,
J. Witkowski (jesli uczestnik zdobyt

44 punkty wigcej niz 3 razy, podana
zostag odpowiednia liczba).

Pozostali cztonkowie Klubu 44 F
(alfabetycznie):

wdwukrotni”: M. Kozlik, J. Lipkowski,
K. Magiera, A. Nowogrodzki,
P. Perkowski, J. Piotrowski;

sjednokrotni”: A. Borowski, P. Gadzinski,
Z. Galias, A. Gawryszczak, A. Gluza,

W. Kacprzak, K. Kapcia, M. Lacki,

M. Lupiezowiec, B. Mikielewicz,

L. Motyka, R. Musial, T. Rawlik,

R. Repucha, J. Stelmach, L. Szalast,

T. Tkocz, P. Wach.

problemie sprowadzonym do ruchu jednego ciata ma teraz postac

w? i Qg
47T50R'

2 2
Stad

2 QaM +m)
2megRmM

Szukany czas wynosi t = 2R /v, gdy v > \/Qq(M + m)/2reoRmM, dla
mniejszych predkosci czastka nie dotrze do wnetrza sfery.

Vyp =

Warto sprawdzi¢ bezposrednim rachunkiem, ze energia kinetyczna fikcyjnej
czastki o masie zredukowanej réwna jest sumie energii kinetycznych sfery
i czastki w uktadzie ich srodka masy.

545. Przyjmijmy, ze zmniejszenie predkosci satelity nastapito w punkcie A
orbity kolowej przedstawionej na rysunku 3. Ognisko elipsy, po ktérej zaczyna
poruszaé sie satelita, znajduje sie w punkcie O w Srodku planety. Interesuje nas
czas, po ktérym satelita znajdzie sie w punkcie B, czyli potowa okresu obiegu
po elipsie T3. Z III prawa Keplera mamy

T? @

72 R3
gdzie T jest okresem obiegu satelity po orbicie kolowej, natomiast a — pétosia
wielka elipsy: a = (R 4 r)/2. Okres obiegu po orbicie kolowej wyznaczamy,
wiedzac, ze sita dosrodkowa jest sila grawitacji

mv?  GMm

R  R?
oraz T = 2w R/v (M i m to masy planety i satelity, v to predkos$é satelity). Stad
T2 T2(R+7r)?
! 2GM
Uwzgledniajac, ze przyspieszenie na powierzchni planety wyraza si¢ wzorem
g = GM/r?, otrzymujemy szukany czas:

T1 ™

_m (R+1r)3
2 2 ’

t:
2g

x % %
Podsumowanie ligi zadaniowej Klubu 44 F

Zadania przygotowywane od lutego 2012 r. przez Ewe Czuchry mialy nieco
bardziej popularny charakter niz pojawiajace sie w lidze pod kierownictwem
Jerzego B. Brojana. Oceniajac nadeslane przez uczestnikéw naszej zabawy
rozwigzania, nizej podpisany mial zatem przyjemno$¢ zapoznawaé sie

z eleganckimi i poprawnymi rozwiazaniami.

Tym wiekszym zaskoczeniem byl fakt, ze wziete wprost z podrecznika

Hallidaya i Resnicka zadanie 538 (W7 = 1,96) polegajace na ocenie wysokosci,

z jakiej musi staczac sie cialo, aby, oderwawszy sie na poczatku wyrwy toru
przedstawionego na rysunku 4, nie wypadlo poza te wyrwe, miato tak mato
poprawnych rozwiazan. Sposréd dziesieciu (1) nadestanych rozwiazan jedynie prace
A. Idzika i T. Wietechy zawieraly kompletng dyskusje obu warunkéw, jakie
ciato to musi spetnié: zasieg rzutu ukosnego ze skraju wyrwy nie moze przekraczaé
jej rozmiaru oraz sita grawitacji nie oderwie ciala od toru przed osiagnieciem brzegu
wyrwy. Chociaz niemal wszyscy rozwiazujacy zauwazyli pierwszy z tych warunkow,
drugi z nich umknal uwagi wigkszosci autoréw.

Uwzglednienie obu warunkéw prowadzi do podwojnej nieréwnosci na poszukiwanag,
wysokos¢. Tu nizej podpisany musi uderzy¢ sie w piersi, bowiem opublikowane
w numerze 9/2012 rozwiazanie zawiera irytujaca literéwke: ostateczny wynik
powiniem mieé postac

1 H 1

—cosopg < — —1—cosayg < —.
2 O TR 0\2cosa0

Krzysztof TURZYNSKI
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Klub 44

1-44

Termin nadsytania rozwigzan: 30 IV 2013

Lista uczestnikéw ligi zadaniowe]j

Klub 44 M

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadan
643 (WT =1,80) i 644 (WT = 1,74)

z numeru 6/2012

Tomasz Wietecha 8-44,80
Jedrzej Garnek 43,91
Roksana Stowik 43,65
Zbigniew Skalik 1-41,25
Adam Dzedzej 1-40,33
Wojciech Nadara 39,64
Pawel Labedzki 35,77
Rami Marcin Ayoush 34,52
Janusz Olszewski 13-34,05
Zbigniew Sewartowski 1-32,78
Tomasz Kochanek 32,40
Witold Bednarek 5-29,51
Andrzej Dorobisz 29,11
Marek Spychalta 1-28,77
Krzysztof Kaminski 1-27,21
Andrzej Idzik 1-26,22
Jerzy Witkowski 5-24,14
Janusz Fiett 23,98
Tomasz Czajka 23,20
Michat Kozlik 22,80
Krzysztof Dorobisz 3-22,64
Grzegorz Karpowicz 1-21,28
Pawel Najman 5-20,86
Barttomiej Dyda 5-20,18

Legenda (przykladowo): stan ko

nta

5-29,51 oznacza, ze uczestnik juz

pigciokrotnie zdobyt 44 punkty,
a w kolejnej (széstej) rundzie m
29,51 punktéw.

W tej kolejce 44 punkty przekroczytl, i to
juz po raz dziewiaty, Tomasz Wietecha
— nie majacy sobie rownych w ligowym

dwuboju mat-fiz.

a

Zestawienie obejmuje wszystkich

uczestnikoéw ligi, ktérzy spelniaj

nastepujace dwa warunki:

— stan ich konta (w aktualnie
wykonywanej rundzie) wynosi
co najmniej 20 punktéw;

q

— przystali rozwigzanie co najmniej

jednego zadania z rocznika 2010, 2011

lub 2012.

Nie drukujemy wiec nazwisk tych

uczestnikéw, ktérzy rozstali sie z liga trzy
lata temu (lub dawniej); oczywiscie jesli
ktokolwiek z nich zdecyduje si¢ wréci¢ do
naszych matematycznych tamigtéwek,

jego nazwisko automatycznie wréci

na liste. Serdecznie zapraszamy!

Zadania z matematyki nr 655, 656
Redaguje Marcin E. KUCZMA

655. Punkt D lezy na boku AB tréjkata ABC. Punkt E jest $rodkiem okregu
dopisanego, stycznego do boku BC' oraz przedtuzen bokéw AB, AC. Punkt F
jest srodkiem okregu wpisanego w trojkat AC'D. Dowiesé, ze jezeli trojkat CEF
jest réwnoramienny, to takze trojkat C'BD jest réwnoramienny.

656. Dana jest liczba naturalna n > 1. Niech M,, bedzie liczba naturalna, ktérej

zapis dziesietny sklada sie z n dziewiatek: M, =99...9 = 10" — 1. Znalez¢
najmniejsza jej wielokrotnosé, w ktorej zapisie dziesietnym cyfra 9 nie wystepuje.

Zadanie 656 zaproponowal pan Piotr Zarzycki z Gdanska.

Rozwigzania zadan z numeru 10/2012

Przypominamy tresé zadan:

647. Dany jest przedzial otwarty, ktérego koricami sa kwadraty dwéch kolejnych liczb naturalnych,
wigkszych od 1. Dowie$¢, ze w tym przedziale mozna znalezé trzy rézne liczby naturalne a, b, ¢ takie,
ze a® + b2 dzieli sie przez c.

648. Niech (F,,) bedzie ciggiem Fibonacciego: Fy = F» =1, F,, = F,,_1 + F,,_o (n > 3). Udowodni¢,
ze ciag ("’ F,7+2) jest malejacy.

647. Niech liczby n?, (n + 1)? beda konicami danego przedziatu. Wymagane
warunki spelniaja na przyktad liczby a =n? +2, b=n?+n+1,c=n%+ 1.
Rzeczywiscie, a = 1, b =n (mod c), wiec a® + b% = 0 (mod c).

648. Mamy dowies¢, ze F?,; > F' 5. Dla n = 2 to prawda (22 > 3!). Dalej

przyjmujemy n > 3. Korzystamy ze wzoru F,, = (" — (—p)~™)/V/5, gdzie
¢ = (1 ++/5)/2. Oznaczmy:

proet L et tet
\/g ’ n \/5 bl
Wystarczy pokazac, ze K], | > GZ;%, czyli (Ept1/Gri2)™ > 1/Grqa.

A poniewaz G, 1o > ©" 2 /\/5, wystarczy dowieéé, ze
EnJrl " \/5

(1) > —.
Gn+2 S0n+

Tloraz w nawiasie szacujemy z dotu:

E n+l _ ,,—n—1 1 —2n—2 —2n—4 1— —2n—2 —2n—4

ntl P @ _L1f e + . + )
1 + 90—271—4 ®

n

E, = zatem F, < F, <G,.

Gn+2 - (pn+2 + 90_”_2 ©
Stad i z nieréwnosci Bernoulliego

<En+1 >n N 1— n(<p72n72 + 90727174) B 902 _ n¢72n(1 + 4,072)

on - S0n+2
Nieréwnos$é (1) bedzie udowodniona, jesli wykazemy, ze licznik tego ostatniego
ilorazu przekracza /5; jest to réwnowazne nieréwnosci

2n —2
2) A

n (pg — \/5
Podstawiajac warto$é stalej ¢, sprawdzamy, ze nier6wnosé (2) zachodzi dla
n = 3. Zachodzi wigc dla wszystkich n > 3, bo wyrazenie po lewej stronie (2)
przedstawia ciag rosnacy. To konczy dowdd.

x % *

Napracowatem sie przy tym zadaniu jak wol; jest obawa, Ze jak osiol. Tymi
stowami rozpoczynala si¢ jedna z nadestanych do ligi prac. Trudno o wigksza
rados¢ dla redaktora ligi, ktory takie pelne wdzigku wyznanie odczytuje jako
widomy przekaz, ze prowadzenie ligi ma sens; ze dostarcza ona uczestnikom
ciekawych wrazen. Jest wiec okazja, zeby podziekowaé¢ wszystkim, ktérzy
tymi swoimi wrazeniami dziela sie z nami w przysylanej korespondencji.

Gn+2

Czasem udaje sie redaktora niezle zaskoczy¢. Oto inny z uczestnikow napisat,
ze zadania sa rzetelnie trudne (co prawda, to prawda — przynajmniej niektore),
ich rozwiazywanie wymaga czasu i wysitku, wiec moze by sie za wtozony trud
nalezata jakas nagroda: list uznaniowy do uczelni, czy wrecz stopien naukowy.
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Weterani Klubu 44 M (w kolejnosci
uzyskiwania statusu Weterana):

J. Janowicz (8), P. Kaminski (5),

M. Galecki (5), J. Uryga (4),

A. Pawlowski (4), D. Sowizdrzal,

T. Rawlik (6), M. Mazur, A. Bonk,
K. Serbin, J. Ciach (5), M. Prauza (4),
P. Kumor (11), P. Gadzinski (7),

K. Jedziniak, J. Olszewski (13),

L. Skrzypek (4), H. Kornacki,

T. Wietecha (9), T. Jozefczyk,

J. Witkowski (5), W. Bednorz,

B. Dyda (5), M. Peczarski,

M. Adamaszek, P. Kubit (5),

J. Cisto (9), W. Bednarek (5),

D. Kurpiel, P. Najman (5), M. Kieza (4),
M. Kasperski, K. Dorobisz,

A. Woryna, T. Tkocz

(jesli uczestnik przekroczyl barierg
44 punktéw wiecej niz trzy razy,
sygnalizuje to liczba w nawiasie).

Pozostali czlonkowie Klubu 44 M
(alfabetycznie):

ydwukrotni”:

Z. Bartold, A. Czornik, A. Daniluk,

Z. Galias, P. Jedrzejewicz, H. Kasprzak,
T. Komorowski, Z. Koza, J. Lazuka,

J. Matopolski, J. Mikuta, E. Orzechowski,
R. Pagacz, K. Patkowski, K. Piéro,

J. Siwy, S. Solecki, T. Warszawski,

G. Zakrzewski;

sjednokrotni”:

T. Bieganski, W. Boratynski,

M. Czerniakowska, A. Dzedzej,

P. Figurny, M. Fiszer, L. Garncarek,

L. Gasinski, A. Gluza, T. Grzesiak,

K. Hryniewiecki, A. Idzik, K. Jachacy,
M. Jastrzebski, A. Jézwik, K. Kaminski,
G. Karpowicz, J. Klisowski,

J. Kraszewski, A. Krzysztofowicz,

T. Kulpa, A. Langer, R. Latata,

P. Lipinski, P. Lizak, M. Lupiezowiec,

J. Mandziuk, B. Marczak, M. Marczak,
M. Matlega, R. Mazurek, H. Mikolajczak,
M. Mikucki, J. Milczarek, M. Miodek,
R. Mitraszewski, M. Mostowski,

W. Olszewski, R. Pikuta, B. Piotrowska,
W. Pompe, M. Roman, M. Rotkiewicz,
A. Ruszel, Z. Sewartowski, F. S. Sikorski,
Z. Skalik, A. Smolczyk, P. Sobczak,

M. Spychata, Z. Surduka, T. Szymeczyk,
W. Szymeczyk, K. Trautman, P. Wach,

K. Witek, A. Wyrwa, M. Zajac, Z. Zaus,
K. Zawistawski, P. Zmijewski.

Zadanie 631 [Czy istnieje o§mioscian opisany na

kuli, ktérej rzut na kazda Sciane jest w niej zawarty?]
(WT = 3,01; LPR = 5). Wszystkie rozwigzania podobne
do firmowego: J. Cisto, J. Fiett, W. Nadara,

J. Olszewski, T. Wietecha.

Zadanie 633 [Plaszczyzna pokolorowana czerwono/zielono;
dany AABC = (3X,Y, Z zielone, AXY Z = AABC)
lub (3 P,Q czerwone, |PQ| =1)] (WT =2,10; LPR=5
(67 77)). J. Cislo, P. Labedzki przedstawili rozwigzania
nie rézniace si¢ istotnie od firmowego; J. Olszewski —

Na ile to bylo zartem, na ile serio? Powtorzmy nasze ulubione stowo, ktére sie
w corocznych omowieniach wielokrotnie pojawiato: zabawa. Nasza liga doprawdy
nie ma ambicji byé¢ niczym innym.

Biora w tej zabawie udzial gléwnie uczniowie i studenci; tego oczekiwaliSmy,
gdy liga zaczynala zywot. Ale jest tez dosé liczne grono uczestnikéw bardziej
zaawansowanych wiekowo, dla ktérych matematyka byta mlodzienicza fascynacja
— nierzadko wrecz kierunkiem studiéw — jednak dalsza Sciezka zawodowa
poprowadzita w inne rejony; zadania ligowe pozwalaja przywota¢ wspomnienia.
I to wlasnie jeden z nich uroczo napisal napracowalem sie jok wél. Serdecznie
zyczymy dalszej uciechy z zabawy w lige!

A teraz zwykle oméwienie wybranych zadan.

Zadanie 626 [Ciagi (zn), (Yn): 21 =a > 0, Tnt1 = (Tn + 25 1)/2, yn = | xiik;
limy, = 7] (wspdtczynnik trudnosci WT = 2,83; liczba poprawnych rozwiazan
LPR = 3). J. Garnek i J. Olszewski przedstawili rozwigzania podobne do
firmowego, nieco zgrabniej zapisane. Inne byto rozwiazanie autora zadania (J. Cislo)
— na tym samym pomysle opart swoja prace W. Nadara:

Badane ciagi zalezg od liczby a > 0; piszmy yn(a). Dla a > 1 mamy
1 < yn(a) €< ynt+1(a) < a, wiec istnieje granica lim y,(a) =: g(a). Tak okreslona
funkcja g spelnia w przedziale (1; 00) warunki

) o@=a-g(“TE). 1<g@) <a

réwnanie funkcyjne wynika z definicji yn(a) przez podniesienie do kwadratu
i przejécie do granicy. Oznaczajac f(a) = (a +a~')/2 i przepisujac réwnanie jako
g(a) = a'/?g(f(a))*/?, moina z niego indukcyjnie wyprowadzi¢ wzor
n
k— 27k n 2— ! . m
@) gla) = [H(f o)) } (@), adde M=o of.
—_—

k=1
m

Latwo sprawdzié, ze f™(a) — 1 przy n — oo; stad, wobec oszacowan w (1), czynnik
poza nawiasem kwadratowym w (2) takze dazy do 1. Wzér (2) (w granicy) pokazuje
wiec, ze funkcja g jest (dla a > 1) jednoznacznie wyznaczona przez warunki (1).
Pozostaje zauwazy¢, ze funkcja g(a) = (a + 1)/2 te warunki spelnia — stanowi
zatem jedyne rozwiagzanie. Przypadek a < 1 moze by¢ sprowadzony do poprzedniego
przez zamiang zmiennej x — 1/x. Odpowiedz: lim y,(a) = (a + 1)/2.

Zadanie 627 [Tabela (n wierszy, 2 kolumny; n > 2), w niej losowo liczby 1,...,2n.
Zdarzenia: A — w doktadnie jednym wierszu réznica wynosi +1; B — w zadnym
wierszu réznica nie wynosi £1. Ktére bardziej prawdopodobne?] (WT = 2,50;
LPR =4 (57)). Niektérzy uczestnicy zauwazyli, ze to zadanie — inaczej sformultowane,
ale znaczeniowo réwnowazne — byto zadaniem konkursowym XXX Miedzynarodowej
Olimpiady Matematycznej (1989); rozwiazania mozna znalezé w wielu miejscach.
Konstrukcje réznowartosciowego odwzorowania B — A (podana jako rozwiazanie
firmowe) wskazali J. Cisto, A. Dzedzej, J. Fiett.

Dwaj ostatni uczestnicy oraz J. Olszewski wyprowadzili ponadto wzory
rekurencyjne dla liczb rozmieszczen typéw A, B, na przyktad w postaci:

an =2n[(2n — 1)bn—1 + an—1], bn = 2n[(2n — 2)bp—1 + an-1]; a1 = 2, b1 = 0;
jasne, ze an > by.

Jeszcze jedna praca zawierala konstrukcje ,firmowa” (lub podobna), ale z opisem
niezbyt jasnym, skrotowym, z luka w uzasadnieniu.

podobne, nieco bardziej zawite. A. Dzedzej podal dowdd

ciggle deformacje pewnych szczegdlnych konfiguracji.
Jeszcze dwie prace zawieraly dowody — jedna lub druga
z tych metod — jednak, zdaniem oceniajacego, z takimi

Do zaprezentowania wybieramy eleganckie rozwigzanie,
ktore znalazt Stanistaw Bednarek. Najpierw lemat:
Przy dowolnym rozbiciu plaszczyzny na trzy zbiory, w jednym
z nich sq dwa punkty odlegle o 1. Podany dowdd:

21

(nie catkiem tatwy do formalnego zapisania), wykorzystujacy

lukami lub niejasnosciami, ze nie mogty uzyska¢ pelnej oceny.



przypu$émy, ze tak nie jest, wtedy (rysunek) punkty U,V
sa w réznych zbiorach i tatwo si¢ przekonaé, ze punkty T, W
sa w jednym zbiorze; podobnie T, W’; ale [WW'| = 1.

A dalej tak: zaltézmy, ze nie istnieje AXY Z = AABC

o wierzchotkach zielonych. Kazdemu punktowi X
przyporzadkujmy AXY Z uzyskany przez przesunigcie
AABC o wektor AX i wybierzmy wierzcholek czerwony;
w zaleznoéci od tego, czy jest to obraz translacyjny punktu
A, B czy C, zaliczamy punkt X do zbioru I, II lub III.

W ktéryms z tych zbioréw sa punkty X', X" odlegte o 1
(lemat); mamy tréjkaty X'Y'Z', X"'Y"Z" | i zaleznie od
tego, czy to zbiér I, II czy III, odcinek X' X", YY" lub
Z'Z" ma oba kotice czerwone.

Warto nadmienié, ze ,lemat” jest znanym twierdzeniem,
méwiacym, ze liczba chromatyczna plaszczyzny (czyli
minimalna liczba koloréw potrzebnych do jej pomalowania
tak, by kazdy odcinek jednostkowy mial korice réznobarwne)
przekracza 3.

Zadanie 637 [Dla jakich n zbiér {1,...,n} da sie rozbié¢ na
trzy zbiory o réwnych sumach?] (WT = 1,27; LPR = 16).
Latwiutkie. R6zne metody indukcyjne, pokazujace, ze to
sie da, gdy n £ 1 (mod 3) oraz n > 3. Na uwage zastuguje
ciekawe uogdlnienie, jakie znalazt J. Olszewski: zbiér
{1,...,n} da si¢ rozbi¢ na k podzbioréw o réwnych
sumach elementéw wtedy i tylko wtedy, gdy n + 1 > 2k
oraz n(n + 1) = 0 (mod 2k); dowdéd wykonalnoéci przez
indukcje, podobng do firmowej dla k = 3, ale bardziej
zawilg 1 wymagajaca rozpatrywania licznych przypadkow.

Natomiast K. Kaminski zauwazyl, ze jedli r(n) oznacza
liczbe rozbié zbioru {1,...,6n} na trzy zbiory o réwnych
sumach, to r(n) < 3°" (liczba wszystkich rozbié na trzy
zbiory), za$ rozwazajac rozbicia powstalte z laczenia par

o sumach 6n + 1 mozna uzyskaé dolne oszacowanie dla
r(n), réwniez typu wykltadniczego — i postawil pytanie, czy
dla pewnej statej a > 0 istnieje dodatnia, skoniczona granica
lima™"r(n).

Zadanie 638 [a,b,c >0, A = % + % + %,
B=Z+4+ 4+ C=L+Lt+f atbt+c>abe=
najwyzej jedna z liczb A, B, C jest < 1] (WT = 2,38;
LPR = 10). Sporo dobrych prac, wiec zadanie niezbyt
trudne. Jednak ciekawe przez to, ze wlasciwie wszystkie
rozwiazania byly rézne (no, przy odpowiednim rozumieniu
tego stowa. .. ). Kilku uczestnikéw pokazalo (doéé znacznie
réznige sie w szczegoétach), ze kazde dwie z liczb A, B,C
daja w sumie co najmniej 2; rozwiazanie firmowe tez nalezy
do tej kategorii. Inni pokazali to samo nie dla sumy, tylko
dla sumy kwadratéw (A% 4+ B? > 2).

Mozna tez byto wziaé iloczyn i dowodzié, ze AB > 1;

tak to zrobil Tomasz Kochanek, uzyskujagc dowod

w jednej linijce:

a+b+c 1 12 7  3\2 1 3\2
= —_— _— = — - — — >
AB abe +432 [(a b+c) +23(b c) } =1

22

Zadanie 639 [AABC; I — $rodek okregu wpisanego;

C1I przecina AB w punkcie D; prosta przez punkt D
przecina okrag (I AB) w punktach P, Q = CI — dwusieczna
kata PCQ] (WT = 2,41; LPR = 7). Popatrzmy, jak to
zrobil Jedrzej Garnek:

C

CcA cr CB .
ﬁ = ﬁ = ﬁ wiec okrag (IAB) — to okrag
Apoloniusza dla odcinka C'D i stosunku %. Punkty
. . . lcp cI c
P, Q leza na nim, zatem takze ﬁ = ﬁ = ‘D—g“, a to

znaczy, ze proste PI, QI sa dwusiecznymi dwoch katow
trojkata C PQ); trzecia dwusieczna tez musi przechodzié
przez punkt .

J. Olszewski, T. Tkocz przedstawili w zasadzie
rozwigzanie firmowe. Inne rozwigzania (nie prostsze od
firmowego): ,erudycyjne” — T. Kochanek (inwersja),
W. Nadara (biegunowa); rachunkowe — A. Bujalski,
T. Wietecha.

Zadanie 642 [Gra (A, B). Stata: n > 1 nieparzysta. Zmienna
(stan gry): « > 0 catkowita. Start: © = n". Legalne ruchy:
xr—x—r (0 <r<mn)oraz x — round(z/n). Zaczyna A;
kto osiagnie z = 0 (wygra)?] (WT = 2,50; LPR =7).
(Rozwiazujacy wytkneli brak zatozenian > 1). Zachowajmy
terminologie z rozwigzania firmowego: liczba x jest zielona
[czerwonal, jesli, startujac od niej, strategie zwycieska ma
gracz rozpoczynajacy [jego przeciwnik]. Prawie wszystkie
dobre rozwigzania (R. M. Ayoush, B. Dyda, J. Garnek,
M. Miodek, J. Olszewski, W. Tobi$) byly oparte na tym
samym pomysle, co firmowe (autor zadania W. Nadara):
dowdd, ze wéréd liczb x > n? czerwone sa tylko (niektére)
liczby postaci z = [n/2] (mod n); zatem x = n™ jest zielona,
czyli A wygrywa.

Marek Spychata zrobit to prosciej, w ogble

nie wzmiankujac reszty [n/2], a jedynie zauwazajac, ze
liczba & = n? jest zielona oraz dowodzac, ze wszystkie
wieksze liczby, podzielne przez n, sa zielone. Przypus$émy,
ze tak nie jest i ze © = ¢ jest najmniejsza czerwong
wielokrotnoscig n, wieksza od n?; wtedy liczba ¢ — 1
(osiagalna z c) jest zielona. Wszystkie ruchy od ¢ powinny
prowadzi¢ do liczb zielonych, zas pewien ruch od ¢ — 1
powinien prowadzié¢ do liczby czerwonej. Ale jedyng liczba,
osiggalng od liczby ¢ — 1 a nieosiagalng od c, jest liczba

¢ — n, ktora wszelako czerwona nie jest — patrz okreslenie c.
Gotowe! Uzyskana informacja jest stabsza niz w pozostatych
rozwigzaniach (z [n/2]), ale do potrzebnego wyniku

(n™ zielona) akurat wystarczy. Krétko, tadnie.



