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Rozwigzanie zadania M 1375.
Plaszczyznag symetralng odcinka XY
nazywamy plaszczyzne do niego
prostopadla, przechodzaca przez
jego srodek.

Rozwazmy najpierw jedng Sciang¢ x
naszego wielo$cianu. Plaszczyzny
symetralne krawedzi tej Sciany przecinaja
si¢ wszystkie wzdluz prostej £,
prostopadlej do $ciany x i przechodzacej
przez srodek okregu opisanego na tej
Scianie. Ta prosta jest zbiorem Srodkéw
wszystkich sfer zawierajacych wszystkie
wierzchotki Sciany .

Niech AB bedzie wspdlng krawedzia
sgsiednich $cian x i y. Proste £, £, nie sg
réwnolegle i obie lezag w plaszczyznie
symetralnej AB. Przecinaja si¢ wiec

w jednym punkcie, ktéry jest srodkiem
sfery opisanej na scianach = i y.

Z drugiej strony, jesli jakas sfera jest
opisana na $cianach z i y, to jej Srodek
musi lezeé¢ zaréwno na prostej £,, jak i na
prostej £,, co dowodzi, ze ta sfera jest
wyznaczona jednoznacznie.

Informatyczny kacik olimpijski (59): Od$niezanie

Zadanie OdsnieZanie z zeszlorocznego Obozu Naukowo-Treningowego

im. A. Kreczmara mozna sformutowaé¢ w jezyku teorii graféw nastepujaco.
W nieskierowanym, wazonym, sp6jnym grafie G wyrézniono cztery
wierzcholtki. Nalezy usunaé czesé krawedzi z grafu tak, zeby nadal istnialy
$ciezki pomiedzy kazda para wyrdznionych wierzchotkéow i zeby suma wag
krawedzi, ktore pozostaly w grafie, byla jak najmniejsza.

Oznaczmy zbiér wierzchotkéw grafu G przez V' i niech n, m oznaczaja liczbe
wierzchotkow i krawedzi w grafie. Niech vy, v9,v3,v4 € V beda wyrdznionymi
wierzchotkami. Szukany optymalny zestaw nieusunietych krawedzi na pewno
nie bedzie zawiera¢ cyklu. Gdyby byly tylko dwa wyr6znione wierzcholtki,

v1 1 vg, to nieusuniete krawedzie tworzylyby najkrétsza sciezke z vy

do vo. W przypadku trzech wyrdznionych wierzchotkéw od Sciezki z vq

do v w pewnym miejscu odchodzitaby jeszcze $ciezka do vs. Po chwili
namystu dochodzimy do wniosku, ze w przypadku czterech wyréznionych
wierzcholtkéw nieusuniete krawedzie powinny tworzy¢ ksztalt taki jak na
ponizszym rysunku. Wyréznione wierzcholki sa tutaj polaczone sSciezkami

z pewnymi dwoma wierzchotkami p i ¢ (nazwijmy je wierzchotkami
centralnymsi), ktére réwniez sa polaczone $ciezka. Bez straty ogdélnosci
wierzcholek v1 1 pewien inny wierzcholek v; dla ¢ € {2,3,4} sa polaczone

z p, pozostale dwa sa potaczone z g. Rysunek obejmuje rowniez przypadki,
gdy niektére wierzcholki pokrywaja sie (np. p = ¢ lub p = v1) — w takich
sytuacjach odpowiednie $ciezki majag zerows dlugosé.
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Jesli przez du,v] oznaczymy diugosé najkrotszej $ciezki pomiedzy
wierzchotkami u i v, to koszt powyzszego rozwiazania wynosi

d[vy, p] + dlvs, p| + d[p, q] + d[q,v;] + d[q, vi].

Pare wierzchotkéw centralnych p i ¢ mozemy wybraé na O(n?) sposobéw,
zas wierzcholek v; na trzy sposoby. Jednak zlozonosé czasowa algorytmu

jest zdominowana przez obliczenie tablicy d, ktére wykonujemy w czasie

O(nmlogn) za pomoca n wywolan algorytmu Dijkstry.

Zadanie mozna rozwiazaé szybciej. Ustalmy i € {2,3,4}. Niech graf G;
powstaje przez dodanie do grafu G dodatkowych wierzchotkéw s, ¢

i dodatkowych krawedzi: wierzchotek s taczymy z kazdym wierzchotkiem
u € V krawedzia o wadze d[v1, u] + d[v;, u], za$ wierzcholek ¢ taczymy

z kazdym v € V' krawedzia o wadze d[u, v;] + d[u, vy].

Zauwazmy, ze $ciezka s — p ~ q¢ — t w grafie G; odpowiada rozwiazaniu,

w ktorym jako wierzchotki centralne wybieramy p i ¢; koszt takiego
rozwigzania jest rowny diugosci tej sciezki. Tak wiec, aby rozwiazaé¢ zadanie,
wystarczy dla kazdego i znalezé najkrétsza Sciezke z s do t w grafie G;.

Do konstrukeji grafu G; musimy wyznaczy¢ wartosci d[v, u] dla

v € {vy,v2,v3,v4} 1 u € V. Ostatecznie nasze rozwiazanie wymaga
siedmiu wywolan algorytmu Dijkstry (czterech w grafie G do obliczenia d
i po jednym w grafie G; dla kazdego wyboru v;). Graf G; ma n + 2
wierzchotkow i m + 2n krawedzi, wiec koszt algorytmu Dijkstry jest w nim
taki sam jak w grafie G. Zatem rozwigzanie dziata w czasie O(mlogn).
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