William Thurston i hipoteza geometryzacyjna

Zdzistaw POGODA

Instytut Matematyki,
Uniwersytet Jagiellonski

Pelny torus genusu 1 jest to zwykly pelny
torus, ktéry mozna bardziej formalnie
przedstawié jako iloczyn kartezjanski

kota i okregu B? x St (przypomnijmy:
klasyczny torus-powierzchnia to St x S1),
czyli mamy tu do czynienia z jedna dziurg.
A dziur, jak wiadomo, moze by¢ wiecej.

Pod koniec lata 2012 roku wsréd matematykéw rozeszta sie wiadomosé, ze

21 sierpnia zmarl William Thurston, matematyk, laureat medalu Fieldsa. Gdy

w pazdzierniku 2010 roku zmart Benoit Mandelbrot, pisaly o tym niemal wszystkie
gazety, informowaly portale spotecznoéciowe. O §mierci Thurstona dowiedzieli
sie — jak to najczesciej bywa w przypadku matematykow — gtéwnie specjalisci.
William Thurston zastynat z postawienia, pod koniec lat siedemdziesiatych

XX stulecia, hipotezy geometryzacyjnej i prob jej udowodnienia. Za te
osiagnigcia, a mial jeszcze wiele innych, zostal uhonorowany medalem Fieldsa

na Miedzynarodowym Kongresie Matematykow w Warszawie w 1983 roku.

Sprébujmy sie przyjrzeé, na czym polega hipoteza geometryzacyjna i jakie jest
jej znaczenie.

Z duzym uproszczeniem mozna ja sformutowaé, na przyklad, tak

Kazda tréjwymiarowa rozmaitosé zamknieta moze byé kanonicznie” roztozZona
na prostsze cegietki-podrozmaitosci, z ktorych kazda jest wyposazona w jedng
z o$miu L kanonicznych” geometrii.

Rozszyfrujmy wystepujace w tej wypowiedzi terminy. Obiektami, ktérych
dotyczy hipoteza geometryzacyjna, sa rozmaitosci, a doktadniej rozmaitosci
tréjwymiarowe. Przypomnijmy krotko, ze rozmaito$é topologiczna wymiaru n
jest to obiekt (przestrzen topologiczna), ktéry lokalnie wyglada jak

przestrzen R™. A zatem rozmaito$é¢ tréjwymiarowa, dokladniej rozmaito$é bez
brzegu, lokalnie przypomina przestrzen tréjwymiarowa. Taka jest, oczywiscie,
sama przestrzen R3, takie jest wnetrze kuli czy torusa. Gdy dopuécimy brzeg
(ma go, na przyklad, kula domknigta B?), to jego punkty beda mialy otoczenia
wygladajace jak pélprzestrzen domknigta. Jednym z najwazniejszych problemdw
od samego poczatku byl problem klasyfikacji rozmaitosci, czyli zrobienia pelnej
listy obiektéow z wyraznym kryterium ich rozrézniania. Matematykom udato

sig sklasyfikowaé rozmaitosci dwuwymiarowe, czyli powierzchnie. Zrobili to

w 1907 roku, wykorzystujac wezesniejsze wyniki Mobiusa, Jordana i Dycka,
Max Dehn i Poul Heegaard.

Po tym sukcesie kolej przyszta na przestrzenie tréjwymiarowe. Wydawalto
sie, ze odpowiednio uogdlniajac i rozszerzajac metody, ktére doskonale
sprawdzily sie w przypadku dwuwymiarowym, uda sie opisaé ,przestrzenie
tréjwymiarowe”, jak wtedy czesto nazywano 3-rozmaitosci. Naturalnie
matematycy mieli $wiadomo$é¢, ze nie bedzie to tylko proste uogélnienie.

Nie spodziewali sie jednak, ze trudnosci okaza sie az tak ogromne. Swiat
rozmaitosci trojwymiarowych jest niezwykle bogaty i — mimo sugestywnej
nazwy ,trojwymiarowe” — niepoddajacy sie latwo intuicji. Pojawily sie nowe,
zaskakujace, trudne do uchwycenia efekty.

Juz sama sfera tréjwymiarowa sprawiata ogromne klopoty. Potrzebna byla jej
prosta charakteryzacja jako obiektu odgrywajacego, jak stusznie przypuszczano,
kluczowa role w klasyfikacji. Tak narodzila sie Hipoteza Poincarégo, ktora —
mimo wielu wysitkow — pozostawala nietknieta w swej klasycznej postaci.

Matematycy z jednej strony prébowali opisaé ogdlne konstrukcje 3-rozmaitosci,
a z drugiej sklasyfikowa¢ pewne wybrane ich rodziny. Pierwsza ogdlna
konstrukcje dla 3-rozmaitosci zaproponowatl wspomniany juz Heegaard. Kazda
rozmaitosé trojwymiarowa mozna otrzymac przez sklejenie brzegiem dwoch
n-krotnych pelnych toruséw — nazywanych torusami genusu n.

Inny pomyst podsunal Max Dehn w 1910 roku, proponujac wycinanie ze sfery
tréjwymiarowej otoczek tubularnych weztéw lub splotéw (méwiac potocznie:
weztow 1 splotéw zrobionych z grubej liny, czyli obiektow topologicznie
identycznych z torusami lub sumami mnogo$ciowymi toruséw) i ponowne ich
wklejanie, tylko w inny sposéb. Takie procedury nazwano chirurgiami Dehna.
W tym przypadku znéw okazalo sie, ze mozna tak skonstruowaé kazda
3-rozmaito$¢, lecz problem z jednoznaczno$cia pozostal.
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Rys. 2. Schemat powstawania
sumy spdjnej powierzchni.
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Rozwigzanie zadania M 1373.
Zauwazmy, ze po kazdym spotkaniu sie
dwéch kameleondéw réznych koloréw
reszta z dzielenia przez 3 liczebnosci
kameleonéw kazdego z koloréw rosnie o 2
modulo 3. Poniewaz na poczatku reszty te
byly parami rézne, to tak bedzie réwniez
po kazdym spotkaniu. Nigdy wiec

nie bedzie tak, ze na wyspie wszystkie
kameleony beda tego samego koloru,

bo wéwczas wszystkie te reszty bylyby
réwne zeru.

Przestrzenie soczewkowe (soczewki), pierwszy raz opisane przez Tietzego, sa
przykladem pierwszej rodziny 3-rozmaitosci catkowicie scharakteryzowanych
i sklasyfikowanych.

Soczewki mozna opisaé¢ na wiele sposob6w, jeden z nich wyglada tak: wybieramy
dwie liczby naturalne wzglednie pierwsze p i ¢. Na powierzchni kuli (czyli,
oczywiscie, na sferze) zaznaczamy ,réwnik”. Teraz kazdy punkt gérnej poélsfery
obracamy o kat 2w¢q/p i odbijamy symetrycznie wzgledem réwnika, a nastepnie
tak otrzymany punkt sklejamy z wyjsciowym (rys. 1). Powstaje wlasnie
przestrzen soczewkowa oznaczana L(p, q¢). Udalo sie¢ w pelni scharakteryzowaé
soczewki w zaleznoéci od p i q.

Gdy przyjrzymy sie blizej klasyfikacji 2-rozmaitosci, czyli powierzchni, to
zauwazymy, ze kazda mozna zbudowaé z kilku, a doktadnie z trzech, prostszych
cegielek. Tymi najprostszymi powierzchniami sa: sfera, torus (tym razem
powierzchnia) i plaszczyzna rzutowa, a operacja taczaca jest suma spdjna.
Polega ona na tym, ze z kazdej powierzchni wycinamy kawaltki homeomorficzne
z kolami, a nastepnie sklejamy brzegi (rys. 2).

Pomyst rozkladu rozmaitosci trojwymiarowych na bardziej elementarne
sktadniki podjal Hellmuth Kneser, ktory przedstawil w 1929 roku nastepujace
twierdzenie.

Kazda tréjwymiarowa rozmaitosé zamknieta moze byé roztoZona jednoznacznie,
z doktadnoscig do kolejnosci skladnikow, na sume spojng rozmaitosci pierwszych.

Sume spdjng dla rozmaitosci tréjwymiarowych konstruujemy podobnie

jak w przypadku powierzchni, tylko zamiast kot wycinamy kule i sklejenia
dokonujemy wzdluz sfer. Przypomnijmy, ze przez rozmaitosci zamkniete
rozumie si¢ rozmaitosci spdjne, zwarte i bez brzegu. Natomiast rozmaitosci
pierwsze sa w pewnym sensie odpowiednikiem liczb pierwszych: rozmaito$é
pierwsza nie da sie rozlozy¢ na sume spojna prostszych sktadnikow. Inaczej,
jesli rozmaito$¢ pierwsza przedstawimy jako sume dwdch innych rozmaitosci, to
jedna z nich jest sfera tréjwymiarowa, ktéra w tym dzialaniu (gdy sume spdjna
uznamy za dzialanie) pelni role elementu neutralnego.

Twierdzenie Knesera sprowadza wiec problem klasyfikacji do spisania
kompletnej listy rozmaitosci pierwszych. Jednak — inaczej niz w przypadku
dwuwymiarowym — tych rozmaitodci jest wiele, znacznie wigcej niz trzy,

i nie znano wowczas dobrej metody ich wyszukiwania. Kneser opisal mozliwosé
rozkladu, lecz nie pokazal, jak powinny wygladaé cegietki rozktadu. Takie
rozmaitoéci jak S3, przestrzen rzutowa P3 czy przestrzenie soczewkowe sa
przykladami rozmaitosci pierwszych, ale istnieje jeszcze wiele innych wymyslnych
konstrukcji, jak choéby odpowiednie sklejanie Scian réznych wieloScianow.

W kazdym razie ostatecznie stwierdzono, ze rozklad rozmaitosci M na sume
spéjna rozmaitoséci prostych mozna opisa¢ nastepujaco

M = (Kl#...#Kp)#(Ll#...#Lq)#((SQxSl)#...#(S2xSl)>.

Podzial sktadnikéw wiaze sie z pewnymi wlasnosciami dotyczacymi grupy
podstawowej zdefiniowanej przez Poincarégo, a opisujacej zachowanie si¢

petli w danej rozmaitoéci. Dla rozmaitoéci S? x S* grupa jest cykliczna

i nieskonczona — po prostu Z — wiadomo, ze sa to jedyne rozmaitosci spetniajace
ten warunek. Rozmaitosci z rodziny L; maja grupe podstawowsa skonczona,

a K; — nieskonczong i niecykliczng.

W latach szes$édziesiatych XX wieku zauwazono (ogromne zastugi ma tu
Wolfgang Haken, znany przede wszystkim z dowodu twierdzenia o czterech
barwach), ze do rozkladu 3-rozmaitosci na ,mniejsze” skladniki mozna
wykorzystacé nie tylko sfery, lecz réwniez inne powierzchnie. Pierwszym
kandydatem naturalnie stal sie torus — najprostsza po sferze powierzchnia
zamknieta. I odniesiono pewien sukces: prawdziwe jest analogiczne do
twierdzenia Knesera twierdzenie o rozkladzie rozmaitosci nieredukowalnej
za pomocy, torusow.
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Rozwigzanie zadania F 823.

Ogdlne potozenie klocka w wannie
zadane jest przez dwa parametry u i «,
zaznaczone na rysunku.

Zgodnie z prawem Archimedesa,

energie potencjalng klocka V' mozemy
wyrazi¢ jako réznice energii potencjalnej
grawitacji, réwnej pb%Lhg, oraz energii
potencjalnej, jaka miala wyparta przez
klocek woda, réwnej p,,bulLdg, gdzie h, d
sa odpowiednio wysoko$ciami srodka
ciezkosci klocka i jego zanurzonej czedci
nad poziomem wody. Wielkosci te sa
réwne odpowiednio:

(3-+)
h=|-=-—u]cosa,
2

1 v L tg?
a = — — — g X COS v,
2 T oqy © :

skad otrzymujemy

. t
V = szgcosa {p (5) — u> +

2
pwt [ b 2
+ -+ tg -
b ( 2 24u & (x) }

Opisane w zadaniu polozenie réwnowagi
odpowiada ug = bp/pw, g = 0.
Dla malych wychylen z polozenia

réwnowagi mamy u = ug + ou, tga X «,
cosa ~ 1 — a2/2. Podstawiajac do
powyzZszego wzoru i ograniczajac sie

do wyrazéw kwadratowych w du i a,
otrzymujemy:

b3 Lgpa, T p2 4 \ p2 Pw 6

Wspoétezynnik przed o? jest dodatni
dla p/pw < (3 —V/3)/6 ~ 0,21 lub
p/pw > (3+ V3)/6 ~ 0,79, wtedy
mamy do czynienia z minimum energii
potencjalnej i rozwazana sytuacja
odpowiada réwnowadze trwalej.

v su? 1 [ p? 1
~ —(p——p+—)u2.

Nie wchodzac w szczegoly, twierdzenie to, czesto nazywane twierdzeniem

JSJ (od nazwisk autoréw: Jaco, Shalen, Johansson), méwi, ze w zamknietej
nieredukowalnej (czyli takiej, w ktérej kazda sfera ogranicza kule) 3-rozmaitosci
mozna znalez¢ skonczona rodzine odpowiednio potozonych toruséw
rozdzielajacych te rozmaitosé na zwarte 3-rozmaitosci torusowo nieredukowalne
i tak zwane rozmaitosci wickniste Seiferta.

Torusowa nieredukowalno$¢ jest odpowiednikiem zwyklej sferycznej
nieredukowalnosci. Rozmaitosci wldkniste Seiferta pojawily sie w tym samym
czasie, co rozmaitosci sferyczne. Mowiac znéw niezbyt precyzyjnie, sa to
rozmaitodci, ktore dadza si¢ przedstawi¢ jako sumy okregow, a kazdy

z tych okregéw ma otoczenie torusowe spelniajace ewentualnie dodatkowe
warunki. Wiele rozmaitosci ma te ceche, a wéréd nich sfera S, znana juz

52 x S i przestrzenie soczewkowe. Seifert podat petny uktad niezmiennikéw
charakteryzujacych rozmaitosci widkniste nazwane jego imieniem.

Taka sytuacje zastal William Thurston pod koniec lat siedemdziesiatych.
Przyjrzal sie wnikliwie twierdzeniom o rozkladzie, sklasyfikowanym juz
rodzinom 3-rozmaitoéci i wykorzystal pewien stary pomyst pochodzacy

z czasoéw Poincarégo i Kleina. Mianowicie Poincaré i Klein zauwazyli, ze kazda
z dwuwymiarowych powierzchni mozna jednoznacznie wyposazy¢ w jeden

z trzech typéw geometrii gwarantujacy pewne porzadne przedstawienie tejze
powierzchni (stala krzywizne). Z punktu widzenia tych geometrii powierzchnia
w kazdym punkcie lokalnie wyglada jednakowo — tak sie zachowuje zwykla
plaszczyzna lub sfera. Wyrdznione geometrie to: geometria lokalnie euklidesowa
(paraboliczna), hiperboliczna (nawiazujaca do geometrii Lobaczewskiego)

i sferyczna (eliptyczna). Lokalnie euklidesowo wygladaja torus i butelka Kleina
(plaszezyzne, walec 1 wstege Mobiusa pomijamy jako niezwarte), sferycznie

— naturalnie sfera i plaszczyzna rzutowa, a wszystkie pozostate moga by¢
wyposazone w strukture hiperboliczna.

W przypadku tréjwymiarowym taka sytuacja nie jest mozliwa. Nie da sie
kazdej 3-rozmaitosci wyposazyé w tak porzadne geometrie. Thurston zauwazyl
jednak, ze wiele sklasyfikowanych rozmaitosci z réznych rodzin dopuszcza jedna
z, tym razem, o$miu typoéw wzorcowych geometrii tak, ze w otoczeniu kazdego
punktu rozmaito$¢ wyglada jednakowo z punktu widzenia tych wyréznionych
geometrii — nazywa sie to jednorodnoscia geometrii. Pojawit si¢ wiec pomyst,

ze moze tylko te osiem typéw wystarczy, gdy zastosujemy rozklad na sume
spéjna, a nastepnie wzdhiz torusow. Thurston rzeczywiscie udowodnil, ze

dla 3-rozmaitosci istnieje doktadnie osiem typéw geometrii spetniajacych
warunek jednorodnosci.

Tak narodzila si¢ hipoteza geometryzacyjna, ktéra, mimo oczywistych analogii
do przypadku dwuwymiarowego, zaskoczyta matematykéw zmagajacych

sie z problemem klasyfikacji. Malo kto mégl sie spodziewaé, ze metody
geometryczne moga okazaé sie przydatne w problemach topologicznych. Proby
klasyfikacji 3-rozmaitosci sprowadzaly sie gléwnie do wyszukiwania coraz to
bardziej subtelnych narzedzi (niezmiennikéw), przede wszystkim na gruncie
topologii. Hipoteza geometryzacyjna, jesli tylko jest prawdziwa, rozstrzyga
wiele starych probleméw, miedzy innymi klasyczna hipoteze Poincarégo, a takze
pytania o charakteryzacje wybranych rodzin rozmaitosci, jak cho¢by rozmaitosci
sferyczne konstruowane ze sfery trojwymiarowej poprzez dzialanie na niej
roznych grup.

Thurstonowi udalo sie rozstrzygnac hipoteze dla licznej rodziny 3-rozmaitosci,
wiele jednak bronito sie skutecznie. W szczegélnosci rozmaitosci dopuszcezajace
strukture hiperboliczna (powstajace, miedzy innymi, przez odpowiednie sklejanie
$cian wieloScianéw) okazaly sie wyjatkowo oporne. Od co najmniej 2006 roku
wiemy, ze hipoteza geometryzacyjna jest twierdzeniem. Dzigki oryginalnym
pomystom Richarda Hamiltona, wyjatkowo lakonicznym pracom Perelmana

oraz wysitkom wielu matematykdéw udalo sie pokonaé jeden z najwazniejszych
probleméw topologii rozmaitosci tréjwymiarowych. Thurston, formulujac Smiatg
hipoteze, zwrdcit uwage na ogromna site tkwiacg w metodach geometrycznych.
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