Zaczelo sie od okregu. Wykres funkcji sinus okazal sie okregiem. Jak to mozliwe? Okazuje sie, Ze czasem lekkie
odstgpienie od utartego punktu widzenia moze nas daleko zaprowadzié. Wystarczy, na przykiad, wybrac inny niz
prostokgtny uklad wspdlrzednych do przedstawiania wykresow funkcji.

Rys. 1. Wykres funkcji liniowej we
wsp6élrzednych biegunowych, ztozony
z dwéch spiral Archimedesa.

Rys. 3. Wykresy funkcji sinus
(kolorowy) i cosinus (czarny) w ukladzie
biegunowym.

Nieznane wykresy znanych funkcji
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Pierwszym ukladem wspotrzednych, jaki nasuwa nam si¢ zamiast uktadu
prostokatnego, jest uktad biegunowy. Dla przypomnienia, w tym uktadzie

punkt o wspétrzednych (¢, 7), r > 0 lezy na pdlprostej tworzacej z ustalona osia
biegunowa kat skierowany o mierze ¢, w odleglosci r od ustalonego bieguna. Dla
ujemnych wartoéci r przyjmujemy, ze punkt lezy po przeciwnej stronie bieguna,
czyli ze (¢,r) = (¢ + m, —1).

Dopuszczenie miar kata spoza przedziatu [0, 27) oraz ujemnych wartosci
promienia powoduje, ze uklad biegunowy przestaje spelniaé¢ klasyczna definicje
uktadu wspoélrzednych — przyporzadkowanie wspétrzednych punktowi przestaje
by¢ jednoznaczne. Z punktu widzenia zastosowania uktadu biegunowego do
przedstawiania wykreséw funkcji oznacza to, ze z takiego wykresu nie da sie
odczytywaé¢ wartosci funkcji.

Przyjrzyjmy sie¢ wykresom kilku elementarnych funkeji w ukltadzie biegunowym.
Na poczatek przyjmijmy, ze zmienng niezalezna jest kat ¢. Wykres funkcji
liniowej r = a¢ okazuje si¢ spirala Archimedesa (rys. 1). Wykresem funkcji
wykladniczej r = a® jest za$ spirala logarytmiczna (rys. 2), przecinajaca
wszystkie potproste wychodzace z bieguna pod jednakowym katem. Wykresy
funkgji trygonometrycznych sinus (r = sin ¢) i cosinus (r = cos ¢) przybiora
ksztalt okregdéw (rys. 3). Funkcje trygonometryczne, a takze funkcje budowane
na ich podstawie, daja zwykle ciekawe wykresy w uktadzie biegunowym.

Na przyklad » = =1 to prosta, a r = to brzeg kwadratu.
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Zachecam do wlasnych badan nad wykresami funkeji r = f(¢), a takze funkeji
¢ = f(r) — zwykle otrzymujemy wtedy zupelnie inne rezultaty.

Abstrahujac od konkretnych funkcji, mozemy takze zastanowié¢ si¢ nad
ogolniejszymi wlasnosciami. Na przyktad wykres kazdej funkcji nieparzystej
(f(—z) = —f(z)) we wspdlrzednych biegunowych jest symetryczny
wzgledem prostej prostopadlej do osi biegunowej. Wykres funkcji parzyste;j
(f(=z) = f(x)) jest z kolei symetryczny wzgledem osi biegunowej. Fakty te
mozna stosunkowo prosto wykazac, korzystajac z zaleznosci miedzy
wspolrzednymi biegunowymi a prostokatnymi.

7 tematem niekonwencjonalnych wykreséow funkcji wiaze sie jeszcze

(co najmniej) jeden ciekawy okrag. Nazwalem go okregiem liczbowym, gdyz
kazdemu jego punktowi odpowiada liczba rzeczywista. Konstrukcja okregu
liczbowego opiera sie na rzucie stereograficznym. Okrag o jednostkowej $rednicy
jest styczny do osi liczbowej w jej poczatku. Punkt P o wspélrzednej a na
okregu liczbowym lezy na odcinku taczacym punkt o wspoétrzednej a na osi
liczbowej z punktem antypodycznym do punktu stycznosci ($rodkiem rzutu
stereograficznego). Samemu $rodkowi rzutu przyporzadkowujemy warto$é oco.

Tak zdefiniowany okrag liczbowy ma do$¢ interesujace
wlasnosci. Na wstepie warto zauwazy¢, ze liczba
przypisana danemu punktowi P na okregu jest tak
naprawde rowna tg %|<}:OSP| (patrz rys. 4). Korzystajac
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Rys. 4. Konstrukcja okregu liczbowego.

*uczenn VIII LO im. Marii Sklodowskiej-
-Curie w Katowicach, laureat trzeciego
miejsca na XXIX Ogdélnopolskim
Sejmiku Matematykéw w Szczyrku

ze wzoréw redukcyjnych, mozna wykazaé, ze Srednica
okregu liczbowego laczy ze soba punkty odpowiadajace
liczbom, ktérych iloczyn wynosi —1. Ponadto kazda
liczba dodatnia i jej odwrotnosé sa réwnoodleglte od 1, a liczba ujemna i jej
odwrotnosé — réwnoodlegte od —1.

Jaki jest zwiazek okregu liczbowego z wykresami funkcji? Jak sama nazwa wskazuje,
mozna go wykorzysta¢ zamiast osi liczbowej i skonstruowaé caltkiem ciekawy
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uktad wspélrzednych na nieograniczonej powierzchni walcowej. W takim
ukladzie jedna o$ wspdlrzednych jest klasyczna osia liczbowa pokrywajaca sie
z jedna z tworzacych, a druga o$ stanowi okrag liczbowy ulozony prostopadle
do tworzacych. W takim uktadzie wspétrzednych wykres funkcji odwrotnosé,
czyli 1/x, okazuje sie spéjna krzywa (jesli przyjmiemy, ze dla argumentu 0
funkcja odwrotno$é jest okreslona i przyjmuje warto$é o).

Dla uproszczenia, mozemy sobie wyobrazié (rys. 5), ze rozcinamy powierzchnie
walca wzdluz prostej o rzednej rownej oo, otrzymujac pas bez brzegu

(przy okazji pozbywamy sie kontrowersyjnej liczby co). W swojej pracy
nazwalem przyporzadkowanie parom liczb rzeczywistych punktéow takiego
pasa Y-ograniczonym odwzorowaniem wspotrzednych. Formalnie, odwzorowanie
Y-ograniczone przyporzadkowuje parze liczb rzeczywistych (a,b) punkt
plaszczyzny o wspélrzednych prostokatnych (a,arctgb).

W odwzorowaniu Y-ograniczonym wykresy niektérych funkcji zyskuja wartosé
estetyczna, ktorej nie przejawiaja przy przedstawianiu w ukladzie prostokatnym.
Na przyktad wykres funkcji tangens w takim odwzorowaniu sklada sie

z prostych odcinkéw, ktére po nawinieciu wykresu na walec (i uzupelnieniu
funkeji tangens o wartosci nieskoficzone w punktach nieokreslonosci) tworza linie
srubowa. Wynika to, oczywiscie, z wykorzystania funkcji tangens do konstrukcji
odwzorowania Y-ograniczonego.
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Rys. 5 Wykres funkcji odwrotnosé. . .

Rys. 7. Wykres funkcji odwrotnosé
w odwzorowaniu XY-ograniczonym.
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Rys. 8. Wykresy przyktadowych
funkcji wykladniczej (czarny)

i logarytmicznej (kolorowy)

w odwzorowaniu XY-ograniczonym.

Rys. 6. ... i funkcji wyktadniczej w odwzorowaniu Y-ograniczonym.

Najciekawszym (i jednoczesnie prostym) przykladem wydaje mi sie jednak
funkcja wykladnicza. Jej wykres w odwzorowaniu Y-ograniczonym ma srodek
symetrii w punkcie (0, 1) przeciecia z ,o0sia” rzednych (rys. 6). Wynika to

z faktu, ze a™% = ﬁ, zatem jesli punkt A = (a,b) nalezy do wykresu, punkt

A = (—a, %) réwniez do niego nalezy. Zgodnie z wlasnosciami okregu liczbowego
wzajemnie odwrotne liczby dodatnie sg réwnoodlegle od 1, czyli punkty A i A’,
ktore sa réwnoodlegle od punktu (0,1) w poziomie, beda od niego réwnoodlegte
takze w pionie, czyli sa $rodkowo symetryczne wzgledem (0, 1). Poniewaz

kazdy punkt wykresu nalezy do niego wraz ze swym obrazem w symetrii
wzgledem (0, 1), wiec caly wykres jest érodkowo symetryczny.

W ograniczaniu obszaru wykresu mozna posunaé sie jeszcze dalej. Gdy obie
osie prostokatnego uktadu wspoétrzednych zastapimy rozcigtymi okregami
liczbowymi — otrzymamy odwzorowanie XY-ograniczone. Przeciwdziedzina
XY-ograniczonego odwzorowania wspolrzednych jest kwadrat o boku w

(bez brzegu). Zgodnie z formalna definicja, w tym odwzorowaniu parze

liczb (a, b) odpowiada punkt plaszczyzny o wspélrzednych prostokatnych
(arctg a, arctg b). Odwzorowanie XY-ograniczone daje nam mozliwosé
przedstawienia (na ograniczonej powierzchni) wykresu funkeji w calym zbiorze
liczb rzeczywistych.

Jako pierwszy przyklad wykresu funkcji w odwzorowaniu XY-ograniczonym
rozpatrzmy wykres funkcji odwrotnosé (rys. 7). Sklada sie on z dwéch
prostych odcinkéw (bez koncéw). Odcinki te sa réwnolegle do wykresu funkcji
liniowej f(x) = —z w tym odwzorowaniu, co wynika ze wspomnianej juz
wlasnosci okregu liczbowego: liczby z i —% leza naprzeciwko siebie, a co

za tym idzie, na ,rozprostowanym” okregu liczbowym odlegloéé pomiedzy x
a f% jest stala — réwna polowie dlugosci okregu. Na tej podstawie wykres
funkeji f(z) = % mozna otrzymaé, przesuwajac wykres funkcji f(z) = —=x
(fragmentami, oczywiscie).
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Rys. 9. Wykres funkcji f(z) = sin(3z) + =
ograniczony krzywymi b = a + 1

i b= a — 1; odwzorowanie
XY-ograniczone zachowuje punkty
przecigcia wykreséw i pozwala
poréwnywaé wartoéci funkcji.

Rys. 10. Wykres b = 1/a? powstaly przez
odbicie wykresu b = a?.

Podobnie jak w odwzorowaniu Y-ograniczonym, tak w XY-ograniczonym
wykres funkeji wykladniczej ma $rodek symetrii (dowod jest dokladnie taki sam
jak dla odwzorowania Y-ograniczonego). Réznica dotyczy wykresu funkceji
logarytmicznej (o ktérej dotad nie pisalem), poniewaz w odwzorowaniu
XY-ograniczonym on takze ma Srodek symetrii (w punkcie przeciecia z ,0sia’
odcietych). Funkcje wzajemnie odwrotne w odwzorowaniu XY-ograniczonym
maja te sama charakterystyczna ceche co w klasycznym ukladzie prostokatnym:
sg symetryczne wzgledem prostej x = y.

Jedli punkt wykresu funkcji f o wspoélrzednych XY-ograniczonych (a, f(a))
przechodzi na punkt (f(a),a) wykresu funkcji f=1, to w przeliczeniu

na wspdélrzedne prostokatne punkt (arctga, arctg f(a)) przechodzi na

(arctg f(a), arctg a) — odbicie punktu wykresu funkeji f wzgledem prostej y = x.

Warto zwroécié uwage na jeszcze jeden szczegol zwiazany z wykresami

w odwzorowaniach ograniczonych. Wykres funkcji g(z) = ﬁ powstaje przez
odbicie symetryczne fragmentu wykresu funkcji f obejmujacego wartosci
dodatnie oraz fragmentu obejmujacego wartoéci ujemne wzgledem prostych,
odpowiednio, b=11b= —1 (rys. 10). Wynika to, oczywiscie, z wielokrotnie tu
wspominanych wtasnosci okregu liczbowego.

Moja podréz po swiecie niekonwencjonalnych ukladéw wspotrzednych
prowadzila mnie przez $wiat niespotykany w szkolnych podrecznikach
matematyki. Spirale i zamkniete krzywe bedace wykresami funkcji w uktadzie
biegunowym oraz mieszczace si¢ na ograniczonej powierzchni wykresy

w odwzorowaniu XY-ograniczonym nie wyczerpuja tematu ,nieznanych
wykreséw funkcji”. Zachecam Czytelnika do zglebiania tematu niezwyktych
wykreséw we wlasnym zakresie. Mozna analizowaé rézne funkcje, wybraé¢ inne
uktady wspélrzednych, przedstawiaé wykresy w przestrzeniach innych niz
plaszczyzna euklidesowa. .. Temat wydaje si¢ niewyczerpany.

i Zadania
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Redaguje Tomasz TKOCZ

M 1372. Dany jest trojkat ABC' i takie punkty D i F, ze B lezy na
odcinku AD, C lezy na odcinku AFE oraz zachodza réwnosci BD = AC

i CE = AB (rysunek). Symetralna odcinka BC' przecina DE w punkcie P.
Udowodni¢, ze katy BAC' i BPC' sa réwne.

Rozwiazanie na str. 14

M 1373. Na wyspie jest 2012 czerwonych, 2013 zielonych i 2014 niebieskich
kameleonéw. Jesli spotkaja si¢ dwa kameleony réznych koloréow, kazdy z nich
zmienia swéj kolor na trzeci kolor. Czy moze dojé¢ do sytuacji, w ktérej

na wyspie wszystkie kameleony beda mialy ten sam kolor?

Rozwiazanie na str. 2

M 1374. Wykazac, ze nie istnieje liczba pierwsza p, dla ktoérej
12013 | 92013 4y (5 1)2013 — 2013,

Rozwiazanie na str. 15

Redaguje Krzysztof TURZYNSKI

F 823. Do prostopadtosciennej wanny nalano duzo wody, po czym umieszczono
w wannie jednorodny, wykonany z materialu o gestosci p, prostopadloscienny
klocek o wymiarach b x b x L, przy czym b < L. Zrobiono to tak zmy$lnie, ze
najmniejsze Sciany klocka moga slizgac si¢ bez tarcia po pionowych écianach wanny,
krawedzie o dlugosci b sa pionowe lub poziome, a sila grawitacji dzialajaca na klocek
rownowazy site wyporu. Czy klocek jest w polozeniu réwnowagi trwatej?
Rozwiazanie na str. 3

F 824. Goéra lodowa ma ksztalt stozka o pionowej osi. Wierzchotek znajduje sig
pod powierzchnia wody. Jaka czed¢ wysokosci gory lodowej znajduje si¢ nad woda?
Rozwiazanie na str. 13
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