Najwiekszy wspolny dzielnik
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Rozwigzanie zadania M 1372.
Poprowadzmy prosta XY przechodzaca
przez punkt A i réwnolegly do DE.
Niech M bedzie $rodkiem BC,

za$ @ niech oznacza punkt

przecigcia M P z XY E

Skoro punkt M jest srodkiem BC, jego
odleglo$é od prostej DE to $rednia
arytmetyczna odlegltosci punktéw
BiC od DE. Jest ona réwna $redniej
arytmetycznej odlegtosci tych punktow
od XY, poniewaz AB/BD = CE/CA

i XY || DE. Zatem M jest réwno odlegly

od DE i XY, skad MQ = MP oraz
XBQC = xBPC.

Niech Q' bedzie takim punktem na
pélprostej MQ, ze XxBQ'C = XBAC.
Z podobienstwa tréjkatow
réwnoramiennych DAFE i BQ'C mamy
XADE = ¥Q'CB. Zatem skoro na
czworokacie BAQ'C mozna opisaé
okrag, to

XBAQ' =180° — xQ'CB =
180° — XADE =
=180° — XxDAX = XBAQ.

Wobec tego Q = Q’, co daje teze.
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Podobnie jak wyznaczanie liczb pierwszych, problem znajdowania
najwickszego wspélnego dzielnika (NWD) dwéch liczb naturalnych

ma klasyczne i zapewne wszystkim Czytelnikom znane rozwiazanie.

Mowa oczywiscie o algorytmie Euklidesa, jednym z najstarszych do dzi$
uzywanych algorytmoéw. Jest to rozwigzanie bardzo proste w implementacji,
a w wersji z dzieleniem — efektywne: pozwala wyznaczyé NWD dwoch liczb
nie wigkszych niz n w czasie O(logn). W pewnych przypadkach istnieja
jednak rozwiazania asymptotycznie szybsze.

Zalézmy, ze chcemy wyznaczaé¢ najwiekszy wspolny dzielnik dla wielu par
stosunkowo niewielkich liczb. A konkretnie — dla ¢ par liczb catkowitych
dodatnich nieprzekraczajacych n. Stosujac algorytm Euklidesa, otrzymujemy
oczywiscie algorytm o zlozonosci czasowej O(qlogn). Mozemy takze spamigtaé
w duzej tablicy odpowiedzi na wszystkie mozliwe n? zapytan. Wéwczas

przy pierwszym podejsciu mozemy otrzymaé zlozonoéé O(n?logn + q),

gdy dla kazdej mozliwej pary zastosujemy niezaleznie algorytm Euklidesa.
Bez probleméw takie rozwigzanie mozemy przyspieszy¢ do O(n? 4 ¢), poniewaz
pojedynczy krok algorytmu Euklidesa sprowadza wyznaczanie NWD dla pary
(i, 4) do problemu obliczenia NWD dla pewnej pary leksykograficznie mniejszej.
Mozemy zatem wypelnia¢ tablice w odpowiedniej kolejnosci i w kazdym kroku
przepisywa¢ wynik ze wskazanej komoérki. W praktyce lepiej w tej sytuacji
korzysta¢ z algorytmu FKuklidesa w wersji z odejmowaniem, gdyz procesory
wykonuja je istotnie szybciej niz wyznaczanie reszty z dzielenia. Otrzymujemy
w ten sposéb nastepujacy algorytm:

Algorytm tablicuj-nwd(n)
for i :=1 ton do
nwd|i, i := i;
for i :=1ton do
for j:=1toi—1do
nwd[j,i] := nwdli, j] := nwd|[j,i — j];

Czas obliczen wstepnych rzedu O(n?) jest jednak malo satysfakcjonujacy —
dopiero przy Q(n?/logn) zapytaniach podejscie korzystajace z algorytmu
FEuklidesa przestaje osiggac lepsze wyniki.

Sprébujmy odnie$é pewne korzysci juz z obliczen wstepnych rzedu O(n). Jak
przekonali$émy sie w poprzednim artykule, w tym czasie mozna wyznaczy¢
wszystkie liczby pierwsze nieprzekraczajace n. Zaprezentowany tam algorytm
jest jednak znacznie silniejszy — dla kazdej liczby k oblicza jej najmniejszy
dzielnik pierwszy (oznaczany tu przez ndplk]) oraz najwieksza potege

tego ndplk] dzielaca k. Za ich pomoca mozna latwo skonstruowaé algorytm
znajdowania NWD, dzialajacy w czasie proporcjonalnym do liczby réznych
dzielnikéw pierwszych argumentéw. Pesymistycznie wielko$é ta wymnosi
O(log’ﬁ) gn), wiec zapytania obstugiwane sa niewiele szybciej niz przez
algorytm Euklidesa. Okazuje si¢ jednak, ze przy liniowych obliczeniach
wstepnych mozna osiagnaé staly czas zapytanial

Na wstepie zauwazmy, ze jesli jeden z argumentow jest liczba pierwsza, obliczenie
NWD jest bardzo tatwe. Réwniez tatwo mozemy wyznacza¢ NWD liczb
mniejszych niz /n: jesli mamy do dyspozycji czas O(n) na obliczenia wstepne,
mozna spamieta¢ wszystkie wartoci NWD, wywolujac tablicuj-nwd(|\/n]).
Jak sie wkrétce przekonamy, dowolne zapytanie o NWD mozna sprowadzi¢ do
stalej liczby zapytan, w ktorych kazdy z argumentow jest liczba pierwsza lub
nie przekracza /n. Kluczowe jest tu pojecie rozkladu specjalnego.

Definicja. Rozkladem specjalnym dodatniej liczby catkowitej k nazwiemy
trojke liczb catkowitych (kq, ko, k3), dla ktérej k1koks = k oraz dla kazdego i:

ki <Vk lub ks jest liczba pierwsza.
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Rozwigzanie zadania M 1374.
Zauwazmy najpierw, ze dla liczby
catkowitej & zachodzi 3 | 22°13 — 2. Stad

L=1 +2%0 L 4 (p—1)
=14+2+...+(p—1) (mod 3).
Jesli wigc p jest postaci 3k + 1, to

2013 2013

wowczas
L=(14+2)+3+...+
+ Bk —24+3k—1)+3k =
=0 (mod 3),
2013 (mod 3), wiegc
réwnanie nie ma rozwigzania w tym
przypadku. Podobnie stwierdzamy, ze dla

zas p =p=1

p postaci 3k + 2 rOwnanie jest sprzeczne.
Zatem jedyna mozliwos$é to p = 3, ale
tatwo sprawdzié, ze wtedy réwnanie
réwniez jest sprzeczne.

Uwaga. Paul Erdés okoto 1950 roku
w liscie do Leo Mosera postawil hipoteze,
ze réwnanie

S, LT (m — l)k =mF

nie ma rozwigzan w liczbach naturalnych
m oraz k > 2. Dzi§ wiadomo, ze jesli
réwnanie ma rozwigzanie dla jakiego$
k>2 tom> 1010° (zgrabny dowdd

i historia problemu sg przedstawione

w artykule: P. Moore, A top hat for
Moser’s four mathemagical rabbits,
Amer. Math. Monthly 118 (2011),
364-370).

Przykladowo, jednym z rozkladéw specjalnych liczby 156 jest (2,6,13),
liczby 175 jest (5,5,7), a liczby 1 jest (1,1,1).

Nastepujacy lemat stanowi podstawe indukcyjnego dowodu faktu, ze
kazda dodatnia liczba catkowita ma rozkltad specjalny. Ten dowdéd mozna
natychmiast przeksztalci¢ w algorytm wyznaczajacy rozklady specjalne
wszystkich liczb od 1 do n w czasie liniowym na podstawie tablicy ndp.

Lemat. Niech | > 1 bedzie liczba calkowitq, p = ndp[l] oraz k =1/p.
Niech (k1, ke, k3) bedzie rozkladem specjalnym k, dla ktérego ki < ko < ks.
Wéwczas (ki - p, ke, k3) jest rozkladem specjalnym 1.

Dowdd. Na poczatek zauwazmy, ze liczby ko i k3 sa pierwsze lub nie wicksze
niz vk, wiec s pierwsze lub nie wieksze niz v/I. Musimy wobec tego zajaé
sie tylko liczba ky - p. Jedli k1 = 1, to oczywiscie k1 - p = ndpll] jest liczba
pierwsza. Zalézmy wiec, ze k1 > 1. Poniewaz ki jest dzielnikiem [, a p jest
najmniejszym (ré6znym od 1) dzielnikiem [, wiec p < k1. Wobec tego

(k1p)? = kip? < pki < pkikoks = pk =1,
a wiec k1p < V1, co konezy dowéd. O

Pozostaje nam jeszcze wykorzystaé rozklady specjalne do efektywnego
obliczania NWD. Tym razem najpierw przedstawimy algorytm, a potem
zastanowimy sie nad jego poprawnoscia. Przyjmiemy, ze rozktady specjalne
zapamietaliémy w tablicy rozklad.

Algorytm nwd(k,l)
(w1, 2, x3) := rozklad [k];
(y1,Y2,y3) := rozklad|l];
9:=1
foreach i,j € {1,2,3} do

if max(x;,y;) < /n then
d = nwd|z;, y;);
else if x; = y; then d := x;;
else d :=1;
g:=g-d
xT; = IL’Z'/d; Yj = yj/d;
return g;

Na poczatek zauwazmy, ze w kazdym obrocie petli d jest pewnym wspolnym
dzielnikiem x; oraz y;. Co wigcej, d jest najwickszym wspolnym dzielnikiem
x; oraz yj. Jesli z;,y; < /n lub x; = y;, nie mamy co do tego watpliwosci.
Bez straty ogélnosci niech wiec z; < y; oraz \/n < y,;. Wéwczas y; jest liczba
pierwsza, a wiec nwd(x;,y;) moze by¢ réwne 1 lub y;. Drugag mozliwosé
natychmiast wyklucza nieréwnosc x; < y;.

Pozostaje teraz wykazaé, ze g = nwd(k,l). Zrobimy to przez wskazanie
niezmiennikéw petli:

ek=ux1 12 73",

*l=y1-y2-y3-9,

o nwd(z;,y;) = 1 dla juz przetworzonych par i, j.

Na ich podstawie wnioskujemy, ze po ostatnim obrocie petli g jest wspolnym
dzielnikiem k i I, a liczby k/g i 1/g sa wzglednie pierwsze.

W ten sposob skonstruowaliémy algorytm, ktéry na g zapytan o NWD
liczb z zakresu 1,...,n odpowiada w czasie O(n + ¢). O ile tylko ¢ >
to ten algorytm jest najlepszy z tutaj przedstawionych. Okazuje sig,
ze w pewien sposéb mozna polaczy¢ jego sily z algorytmem Euklidesa

i otrzymaé rozwiazanie, ktére nigdy nie jest asymptotycznie wolniejsze
od zadnego z zaprezentowanych, a dla pewnych wartosci ¢ (np. ¢ = logn)
jest niemal logn razy szybsze. Stworzenie tego dzialajacego w czasie

O(q - max (1,log %)) algorytmu pozostawiamy Czytelnikowi jako zadanie.

n
logn?
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