Liniowe sito
Jakub RADOSZEWSKI

Jedli potrzebne nam sg do czegos liczby pierwsze z pewnego poczatkowego
zakresu, zazwyczaj wyznaczamy je za pomocy sita Eratostenesa.
Zaczynamy od wypisania kolejno wszystkich liczb od 2 do n. Nastepnie
zaznaczamy 2 i wykreslamy wszystkie jej wielokrotnosci, zaznaczamy 3

i wykredlamy jej wielokrotnosci, dalej to samo z kolejnymi niewykreslonymi
liczbami: 5, 7 itd. Jest to bardzo efektywna metoda; wykonujemy w niej
rzedu O(nloglogn) operacji, o czym mozna przekonac sie, czytajac artykul
pt. ,Jak szybko dziala sito?” w Delcie 4/2012. O(nloglogn) to prawie
O(n), ale jednak nie. Wieksza niz liniowa zlozono$¢ czasowa zwiazana jest
z tym, ze w sicie Eratostenesa pozwalamy sobie na pewna rozrzutnoscé,
gdyz niektoére liczby ztozone wykreslamy wielokrotnie. Zaleznie od
szczegotow implementacyjnych, pierwsza taka liczba ztozona jest 6 albo 12.
Zastanéwmy sie¢ jednak, czy nie daloby si¢ kazdej liczby zlozonej wykresli¢
doktadnie raz?

Tak jak w zwyklym sicie, na poczatku tworzymy liste wszystkich

liczb od 2 do n. Znéw w pierwszym kroku ustalamy liczbe pierwsza

p = 2. Dalej bedzie troche inaczej niz poprzednio, ale nie tak znowu
skomplikowanie. Rozwazamy kolejne (niewykreslone i nie mniejsze niz p)
liczby g na lidcie i dla kazdej z nich wykredlamy wszystkie liczby postaci
pl-gdlai=1,2,...

Zobaczmy to na przyktadzie; niech n = 40.

Na poczatku mamy p = 2 i liste przegladamy,
poczawszy od ¢ = 2. W pierwszym kroku
wykreslamy liczby postaci 2¢-2 dla i > 1, czyli
potegi dwdjki:

Przyszta pora na g = 3; wykredlamy wszystkie
liczby postaci 2t - 3:

Kolejna nieskredlong liczbg jest ¢ = 5. Wykreslamy
wiec liczby postaci 2¢ - 5:
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Nietrudno zgadnaé, co bedzie dalej. Czytelnik zechce
sprawdzi¢, ze po pelnym rozpatrzeniu p = 2 na liscie
pozostang po prostu wszystkie liczby nieparzyste.

Przyszta wreszcie pora na p = 3. Rozwazamy
wszystkie dotychczas nieskreslone wartosci ¢

nie mniejsze niz p. Zaczynamy od ¢ = p = 3, czyli
najpierw wykreslamy potegi trojki:

Nastepnie mamy ¢ = 5 i wykreslamy tylko 15;
q = 7 i znika 21; dalej wykredlimy jeszcze 33 i 39:
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Rozwigzanie zadania F 824.
Zanurzong czes¢ géry mozemy otrzymacd
z calej gory przez jednoktadnosé
o skali £ wzgledem wierzcholka stozka.
Réwnowaga sily ciezkodci i wyporu
prowadzi do warunku

pﬂ'Rth = /)U_-TFR2 h,E:;g7
gdzie R jest promieniem podstawy
stozka, h jego wysokoscia, a p i pw
gestosciami odpowiednio lodu i wody.

Stad € = 3/p/pw; podstawiajac

p=0,92g/cm?® i p, =1 g/cm?,
stwierdzamy, ze zanurzona czesé
wysokosci to £ &~ 0,97 wysokosci gory,
a zatem nad powierzchni¢ wystaje
zaledwie okoto 3% wysokosci gory.

Odpowiednig struktura danych moze by¢
takze para tablic prev[2..n] i next[2..n],
w ktérych trzymamy dowigzania listowe:
prev[z] oznacza element poprzedzajacy x
na liscie, za$ nezt[x] oznacza element
nastepujacy po x. Dla uproszczenia
implementacji nasza lista bedzie cykliczna
(tzn. po elemencie n nast¢puje 2).
Sytuacje, gdy z zostal wykreslony z listy,
oznaczymy przez next[z] = nil. Oto
pseudokod takiego algorytmu:

for i := 2 ton do
prev[i] :== 1 — 1;
next[i] ==+ 1;
next[n] 1= 2; prev[2] := n;
pi=2
while p? < n do
q:=p;
while p- ¢ < n do
ri=peg;
while »r < n do
next[prev[r]] := next[r];
prev[next[r]] := prev[r];
nezt[r] := nil;
ri=7r-p;
q := next[q;
p = nezt[p;

Co ciekawe, mimo trzech zagniezdzonych
petli while algorytm jest liniowy.

Opisany algorytm pochodzi z 1978 roku
i jest autorstwa Davida Griesa

i Jayadeva Misry. Co ciekawe, wszystkie
liczby pierwsze z zakresu od 2 do n
mozna znalezé nawet w czasie
O(n/loglogn) (Paul Pritchard, 1981).

W ten sposob rozwazylismy p = 3, przechodzimy do p = 5. Za pomoca
q = 5 wykreslimy juz tylko 25, a za pomoca ¢ = 7 wykreslimy 35.
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Dla kazdego kolejnego kandydata na p liczba p? jest wicksza niz n,
mozemy wiec Smialo stwierdzi¢, ze na licie pozostaly nam juz tylko
liczby pierwsze (i to wszystkie w badanym zakresie).

W tym przykladzie rzeczywiscie kazda liczbe ztozona skresliliSmy
doktadnie raz. Nie jest to przypadek; liczbe zlozona

kE=pips?...pf" (p1<p2<...<pp)
skreslamy w przebiegu algorytmu, w ktérym p =p; i ¢ = p5*...p"
(a jesli [ =1, to, oczywiscie, dla p = ¢ = p;). To, w szczegdlnodei, oznacza,
ze dla kazdej liczby ztozonej obliczamy przy okazji jej najmniejszy
dzielnik pierwszy.

Mozemy wiec pokusi¢ sie o stwierdzenie, ze cala metoda wykonuje
wymarzone O(n) operacji. Aby jednak dalo sie ja przeku¢ na algorytm
o liniowym koszcie czasowym, musimy przyjrze¢ sie doktadniej uzywanej
strukturze danych. Mamy tu do czynienia z dwoma typami operacji:
znajdowaniem nastepnego elementu na licie (potrzebne do rozpatrywania
kolejnych p i q) oraz wykresleniem danej liczby z listy. O ile pierwsza

z tych operacji wykonuje si¢ na liScie standardowo w czasie stalym,

o tyle druga z nich sprawia pewien klopot. W przypadku listy nie mamy
bowiem swobodnego dostepu do jej elementéw. Taki dostep daje

np. tablica, ktora to struktura nie pozwala z kolei na proste usuwanie
badz wykreslanie elementéw. . .

Klucz do rozwigzania tej ostatniej trudnosci stanowi potaczenie dwdch
wspomnianych struktur danych, czyli listy i tablicy. Dokladniej, oprocz
dwukierunkowej listy wszystkich niewykreslonych elementéw utrzymujemy
tablice wskaznikow do poszczegélnych liczb od 2 do n na liscie. Jesli danej
liczby nie ma juz na liscie, w odpowiednim polu tablicy mozemy wstawic¢
np. nil. Za pomoca wskaznikéw zapisanych w tablicy tatwo znajdujemy
elementy listy, ktére chcemy wykresli¢, a potem usuwamy je juz standardowo
— podpinajac do siebie wzajemnie nastepny i poprzedni element listy.

Przyktadowo, opisana struktura danych dla n = 8 po wykresleniu poteg

dwdjki wyglada tak:
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Teraz mozemy juz z cala pewnosciag powiedzieé, ze otrzymaliSmy liniowg
metode wykrywania wszystkich liczb pierwszych w danym poczatkowym
zakresie liczb. Czy w praktyce jest ona lepsza od klasycznego sita
Eratostenesa? Nie sadze. Za to ma ona pewne ciekawe z teoretycznego
punktu widzenia zastosowanie, o czym mozna przeczyta¢ w kolejnym
artykule w tym numerze Delty.
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