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Liga zadaniowa Wydzialu Matematyki, Informatyki i Mechaniki,
Wydziatu Fizyki Uniwersytetu Warszawskiego i Redakcji Delty

Skrét regulaminu

Kazdy moze nadsytaé rozwigzania zadan z numeru n w terminie do koica miesigca n 4 2. Szkice
rozwigzan zamieszczamy w numerze n + 4. Mozna nadsytaé rozwiazania czterech, trzech, dwéch
lub jednego zadania (kazde na oddzielnej kartce), mozna to robié co miesigc lub z dowolnymi
przerwami. Rozwigzania zadan z matematyki i z fizyki nalezy przesylta¢ w oddzielnych kopertach,
umieszczajac na kopercie dopisek: Klub 44 M lub Klub 44 F. Oceniamy zadania w skali

od 0 do 1 z doktadno$cig do 0,1. Ocen¢ mnozymy przez wspdélczynnik trudnosci danego zadania:
WT =4 — 3S/N, gdzie S oznacza sume ocen za rozwiazania tego zadania, a N — liczbe oséb, ktére
nadestaly rozwigzanie choéby jednego zadania z danego numeru w danej konkurencji (M lub F)

— i tyle punktéw otrzymuje nadsytajacy. Po zgromadzeniu 44 punktéw, w dowolnym czasie

i w ktérejkolwiek z dwéch konkurencji (M lub F), zostaje on cztonkiem Klubu 44, a nadwyzka punktéw
jest zaliczana do ponownego udziatu. Trzykrotne cztonkostwo — to tytul Weterana. Szczegétowy
regulamin zostal wydrukowany w numerze 2/2002 oraz znajduje si¢ na stronie deltami.edu.pl

Zadania z fizyki nr 550, 551
Redaguje Elzbieta ZAWISTOWSKA

550. Cienki arkusz papieru przyciéniety jest do stotu jednorodnym pretem o masie m.

Gorny koniec preta jest zamocowany przegubowo. Kat miedzy pretem i kartka wynosi o
(rys. 1), wspétezynnik tarcia miedzy nimi wynosi p. Miedzy kartka a stotem tarcia nie ma.
Jaka minimalng, poziomy site trzeba przytozyé¢ do kartki, aby wyciagnaé ja spod preta?

551. Cewke o indukcyjnodci L dotaczono do gérnych koncow L

dwoch rownoleglych szyn przewodzacych ustawionych pionowo.

Odstep miedzy szynami jest rowny [. Jednorodne pole magnetyczne B

o indukcji B ma kierunek poziomy i jest prostopadte do ptaszczyzny ®

szyn. Poziomy, przewodzacy pret o masie m moze poruszac sie

w polu magnetycznym wzdtuz szyn w ten sposob, ze stale sie z nimi m
styka. Opoér i samoindukcje przewodnikéw oraz tarcie preta o szyny

zaniedbujemy. Znalezé zaleznos$é polozenia preta od czasu z(t)

(rys. 2). Predkos$¢ poczatkowa preta jest réwna zeru. —

Rozwigzania zadan z numeru 9/2012

Przypominamy tres¢ zadan: Rys. 2
542. Statek i kuter plyna po liniach prostych z predkosciami odpowiednio v1 = 15 mil/h

i vo = 26 mil/h. W chwili poczatkowej kuter znajduje si¢ w odlegtosci 6 mil na potudnie od rufy
statku. W chwili koricowej kuter przecina tor statku 3 mile za nim i znajduje si¢ wtedy najblizej
statku. Ile czasu uplywa miegdzy tymi chwilami? Wyznacz kurs statku (kat miedzy kierunkiem
poludnie-péInoc a wektorem predkosci statku).

543. Pies P biegnie ze stalg predkoscia v po prostej AB, ktéra tworzy kat o« = 7/3 z poziomo
rozciggnietym drutem M N (rys. 3). Do obrozy psa przymocowana jest lekka pozioma linka

o dlugosci [. Linka polaczona jest z pierScieniem O o masie m, ktéry moze §lizgac sie po drucie
bez tarcia. Znalez¢é naprezenie linki w chwili, gdy pies i pierécien znajduja sie w jednakowych
odlegtosciach od punktu przecigcia D prostej AB i drutu.

542. W ukladzie odniesienia O zwigzanym ze statkiem kuter porusza si¢ ze stala predkoscia

U = ¥ — U1 1 w szukanym czasie przebywa droge réwna dlugosci odcinka AB (rys. 4).
Najwieksze zblizenie ma miejsce, gdy tory kutra i statku przecinaja sie, zatem tory te sa

do siebie prostopadte. Odcinek OA jest dwa razy diuzszy od OB, wiec sina =1/2, o = /6.
Kat 3, wyznaczajacy kurs statku, wynosi 7/3 lub 57/3. Drugiej mozliwoséci odpowiada rysunek
wykonany linig przerywana. Szukany czas wynosi
_|AB| _ |AO|cos

v 2_ 2
Uy Ty

t ~ 14 min.

543. Poniewaz linka jest nierozciagliwa, sktadowe predkodci pierscienia i psa wzdtuz linki
sa jednakowe i w rozwazanej chwili predkoéci pierscienia i psa maja rowne wartosci v.

W inercjalnym uktadzie odniesienia zwigzanym z psem pierscien porusza si¢ po okregu

o promieniu ! z predkoscig chwilowa v (rys. 5). W plaszczyznie poziomej na pierscien dziala
sila naciggu linki N i sila reakcji drutu F' (rys. 6). Wypadkowa sita dzialajaca na pierscien
wzdluz linki jest sila dosrodkowa:
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Klub 44

Zadania z matematyki nr 653, 654

Redaguje Marcin E. KUCZMA

® 653. W egzaminie testowym pytania sa ponumerowane 1,2, ..., n.
Za prawidtowa odpowiedZ na k-te pytanie uczestnik otrzymuje k punktow;

okazalo sie, ze w kazdej trdjce uczestnikéw znajduja sie dwaj tacy, ktérzy

' — 4 4 za bledna (lub brak odpowiedzi) otrzymuje —k punktéw. Po zliczeniu wynikéw
o

uzyskali rézne sumy punktow. Jaka jest najwieksza liczba uczestnikow, dla
ktorej taka sytuacja mogla mieé¢ miejsce?

Termin nadsylania rozwigzan: 31 IIT 2013 654. Cl%g (mn) jeSt okreslony wzoreim rekurencyjnym

Czoléwka ligi zadaniowej Klub 44 M

Tn+1 =

2
T

ern —1

dlan=0,1,2,...;

po uwzglednieniu ocen rozwigzan zadaii  wyraz poczatkowy ¢ jest dowolng liczbg dodatnia. Obliczy¢ granice

641 (WT = 1,47) i 642 (WT = 2,50)

z numeru 5/2012 limy, . 0o Ny

Michal Miodek Zawiercie 46,19 Zadanie 654 zaproponowal pan Pawel Najman z Krakowa. Bedzie ono mialo
Roksana Stowik Knuréw 43,65 5]y clag w numerze 5/2013.

Tomasz Wietecha Tarnéw 41,44

Zbigniew Skalik Wroctaw 41,25 . . ,

Jedrzej Garnek Poznan 40,37 ROZwigzania zadan z numeru 9/2012

Adam Dzedzej Gdansk 40,33 . L, ,

Wojciech Nadara Warszawa 39,64 Przypomlnamy tres¢ zadan:

Pawel Labedzki Kielce 35,77

Rami Marcin Ayoush Szelkéow 34,52

Michal Miodek — to juz numer 115
w matematycznym Klubie 44.

|AC| = |CE|.

645. Czworokat ABCD jest wpisany w okrag. Boki BC' i C'D maja jednakowsg diugosc.
Na przedtuzeniu odcinka AB odkladamy odcinek BE dlugosci |BE| = |AD|. Dowie§é, ze

646. Niech f bedzie funkcjg o wartosciach rzeczywistych, okreslona na zbiorze liczb dodatnich,

. P P "
dwukrotnie rézniczkowalna, spelniajaca warunek f''(z) >

112 dla = > 0. Czy taka funkcja
T

moze mieé¢ asymptote przy z — oo?

645. Niech punkty M i N beda rzutami prostokatnymi punktu C' odpowiednio
na proste AB 1 AD. Punkt C ($rodek tuku BD) lezy na dwusiecznej kata BAD.
Zatem |AM| = |AN|, |CM| = |CN|, tréjkaty CM B i CN D sa przystajace,
~s |BM| = |DN|. Sa mozliwe dwie konfiguracje: albo (jak na rysunku) punkt N
S lezy miedzy punktami A i D, a B miedzy A i M — albo odwrotnie (M miedzy
E A B, za$ D migdzy A, N).

W sytuacji, jak na rysunku, mamy réwnosci
2-|AM|=|AM|+ |AN| = |AB|+ |BM|+ |AD| — |DN| = |AB| + |AD| = |AE]|,
wigc punkt M jest srodkiem odcinka AE (rozumowanie w drugim przypadku,

po oczywistej zmianie w znakach, prowadzi do tej samej konkluzji). Wniosek:
prosta CM jest symetralna odcinka AFE i wobec tego |AC| = |CE).

646. Dla = > 1 zachodzi nieréwnosé
1

1
> >
(@) 1+a2~ 222
Wezmy pod uwage funkcje

1
9(2) = f(@) + 5 Inz.
Dla x > 1 mamy
o) = () —
wiec funkcja g jest $cidle wypukla w przedziale
(1;00). Stad wynika, ze dla kazdej liczby = > 1
jest speliona nieréwnosé g(z) + ¢g(3x) > 2¢(2x).
Po podstawieniu wyrazenia definiujacego funkcje g
i prostym przeksztatceniu dostajemy:

f(@) + f(3x) = 2f (2z) >

1
= > 0,

1 1
> In(2z) — 5 Inx — 5 In(3z) dlaz>1.

Prawa strona ma wartosé¢ stata

1
c:ln2—§1n3>0.

23

Przypu$émy, ze prosta y = ax + b jest asymptota

funkcji f przy © — oo. To znaczy, ze
flz)=ax+b+p(r), gdzie lim p(z)=0.

Uzyskana przed chwila zaleznosé o

flx)+ f(3z) —2f(22) > ¢
przybiera postaé
[(az + b) + (3azx + b) — 2(2ax + b)] +

+ [o(x) + o(3x) —2¢p(22)] > ¢ dlax > 1.
To juz jest oczekiwana sprzecznos$é, bo wyrazenie
w pierwszym nawiasie kwadratowym ma stale wartos¢ 0,
a to w drugim dazy do 0 gdy © — co. Wniosek:
Funkcja f, spelniajaca podane warunki, nie ma
asymptoty przy x — o0.
Uwaga. Wystepujaca w tresci zadania funkcja 1/(1 + 22)
zlosliwie kieruje od razu mysl rozwiazujacego na funkcje
arctg x (ktérej jest pochodna). Idac tym tropem réwniez
mozna dojs$¢ do rozwiazania, jednak bardziej uciazliwego niz
to, ktore zostalo podane wyzej — i z ktérego widaé, ze istota
zalozenia jest oszacowanie f”(z) z dotu przez funkcje 1/(2x2),
a nie przez 1/(1 + z2).



