Wedréwki po okregu
Urszula SWIANIEWICZ

Matematycy od wielu lat zajmuja sie wedréowka po okregu. Jednym
z najbardziej znanych przyktadéw jest chyba skakanie po nim w okreslonym
kierunku tak, by miedzy kolejnymi punktami, w ktorych si¢ znajdziemy,
byla okreslona odlegto$é a (mierzona wzdluz tuku). Naturalne staje sie
wowcezas pytanie, czy skaczac tak po okregu, wrocimy kiedykolwiek do

— punktu wyjécia (widaé, ze rozwiazanie problemu nie zalezy od punktu
startowego)? OdpowiedZ nasuwa sie predko — powrét nastapi tylko wéwezas,
gdy stosunek dtugosci okregu do liczby a jest liczba wymierna. Sprobujmy
tym razem powedrowaé w inny sposéb, okreslony geometrycznie.

Oznaczmy nasz okrag przez «, a w jego wnetrzu umieéémy drugi
(niekoniecznie wspétérodkowy) okrag (. Wedréwka bedzie wygladata
nastepujaco: z punktu A; na okregu a prowadzimy styczna do okregu .
Niech punkt Ay bedzie drugim (réznym od A;) punktem przecigcia
stycznej z okregiem o — tam wladnie powedrujemy. Kolejne kroki wygladaja
analogicznie — z punktu A,, wedrujemy po stycznej do okregu § az do
punktu A, lezacego na okregu « (jak na rysunku 1).

Przy tak okredlonej wedréwce rowniez pojawia sie niejedno pytanie.

Czy wrocimy kiedy$ do punktu wyjscia, tak jak na rysunku? I jak wyglada
na « zbiér punktéw, do ktérych uda nam si¢ powrdei¢? Odpowiedzi okazuja
sie niezwykle zaskakujace — to, czy uda nam sie wréci¢ do punktu wyjscia,
nie zalezy od wyboru tego punktu! Jesli wedrujac z pewnego miejsca,
zakonczymy wedréwke, to zaczynajac z dowolnego innego miejsca, réwniez
nam sie to uda, co wiecej — nastapi to po tej samej liczbie ,krokéw”,

Rys. 1 a w czasie wedrowki tyle samo razy ,,obejdziemy” okrag. Méwi o tym
szczegdlny przypadek tzw. Wielkiego Twierdzenia Ponceleta, ktéry
sformutowany formalnie brzmi nastepujaco:

Wielkie Twierdzenie Ponceleta rézni sie  'L'wierdzenie. Dany jest okrqgg « oraz okreg (3, leZgcy w jego wnetrzu.

od dowodzonego tu twierdzenia tym, ze  Niech Ay bedzie dowolnym punktem na okregu o, zas Ao, As, ... takimi

a i B mogg by¢ dowolnymi, niekoniecznie . . . . .

tego samego rodzaju stozkowymi punktami na «, Ze dla kazdego i prosta A; A;11 jest styczna do okregu B oraz
(elipsami, parabolami, hiperbolami), A; # Aivo. Analogicznie okreslmy punkty B;. Wowczas, jesli dla pewnego n

nie zaklada si¢ niczego o ich wzajemnym
polozeniu oraz rozszerza si¢ stycznosé
takze na asymptotycznosé.

zachodzi A,, = Ay, to rowniez B,, = Bj.

Cho¢ twierdzenie to mozna udowodnié¢ dzigki metodom geometrii rzutowej,
istnieje réwniez niezwykle pomystowy dowdd wykorzystujacy jedynie
proste fakty geometryczne. Rozwiazania wielu probleméw geometrii
B, uzyskuje si¢ przez dorysowanie na rysunku pewnej prostej lub odcinka.
A Nam przyda sie okrag (mozna zobaczy¢ go na rysunku 2), choé fakt jego
Ay istnienia (czyli styczno$ci wszystkich odcinkéw A; B; do jednego okregu)
nie jest wcale oczywisty.

Dowdd przeprowadzimy przy zalozeniu, ze Bi lezy po drugiej stronie
prostej A1 As niz okrag (3 oraz ze By lezy po drugiej stronie prostej
AsAs niz okrag (. Czytelnik Wnikliwy bez trudu wykaze, ze wynika

z tego twierdzenie w calej ogdlnosci. Nie bedziemy réwniez zajmowaé si¢
By przypadkiem, gdy okregi «v i 3 sa wspotsrodkowe — wéwezas twierdzenie
o A1 jest oczywiste.

Bs

Przyjrzyjmy sie punktom A;, As, By, Bs. Niech C7 i Dy beda odpowiednio
punktami stycznosci okregu ( z prostymi A; As i By Bs, zas K i L niech
beda punktami przeciecia prostej C1 D1 odpowiednio z odcinkami A; By
i A3 Bs (jak na rysunku 3). Mamy wéwczas

IKC 1AL = S AC1Dy =<4 B1D1Cy =< LD By

oraz < B1A1As = < B1 By As. Stad < B1 KL = < A3 LK (sa to katy zewnetrzne

Rys. 2
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w tréjkatach KC1 Ay i1 LD Bs). W takim razie

istnieje okrag wy styczny do prostych A1 By 1 A2Bo
odpowiednio w punktach K i L. Stosunek pdl
tréjkatéw A3 D1Ch1 i BoD1Cy jest réwny stosunkowi
wysokosci opuszczonych na wspdlna podstawe D1CY,

a wiec réwniez stosunkowi odcinkéw AsL i Bo L. Z tego
faktu i z otrzymanych réwnosci katéw wynika, ze

AQL [AQDlCl]

BsL  [BaD1Ch]
o AQCl . ClDl - sin {Agchl - AQCl
- Bng . ClDl . sin<IB2DlCl a Bng’

gdzie [F] oznacza pole figury F. Stad i z podobiefistwa
tréjkatow LBo Dy 1 KA1Cq oraz Ao LCy i B1 K Dy mamy

ALK BsL AsL B K

Rys. 3

Dowdd lematu najlatwiej przeprowadzié
metodami analitycznymi — wprowadzajac
wspélrzedne punktu P oraz srodkéw
okregéw o1 i o2 oraz dlugosci promieni
01 i 03. Wyrazajac ap i bp przez te
wartosci, tatwo przeksztalcié zaleznosé
2P — X do réwnania na wspétrzedne
pllljnktu P, ktore okazuje si¢ réwnaniem
okregu. Wspdtliniowo$é srodkéw trzech
okregéw z lematu wynika z symetrii
warunku na punkt P wzgledem

tej prostej.

Rys. 4

A,C,  ByD, A,C, B.D;

Z ponizszego lematu (ktérego dowdd Czytelnik
Pracowity moze przeprowadzi¢ z pomoca wskazdwek
z marginesu) otrzymujemy wniosek, ze srodki

By okregéw «, 81 wy sa wspdlliniowe.

Lemat. Dane sq dwa okregi o1 i 0o oraz liczba A # 1. Dla dowolnego
punktu P lezgcego na zewngtrz okregow ap,bp oznaczajg odlegtosci

punktu P od punktow stycznosci prostych przechodzqcych przez P stycznych
odpowiednio do okregow o1 i 0. Wowczas zbior punktow P, dla ktorych

‘Z—i = A, jest zbiorem pustym lub okregiem o srodku lezgcym na prostej
taczqcej Srodki 01 1 02.

Niech Cs i Dy beda punktami stycznosci okregu 5 odpowiednio z prostymi
AsAs i BoBs, za§ L' i M — punktami przeciecia prostej Co Do odpowiednio
z odcinkami As Bs 1 A3 Bs. Powtarzajac wezesniejsze rozumowanie,
stwierdzamy, ze istnieje okrag wo styczny do AsBs i A3Bs w punktach

L' i M, a jego érodek lezy na prostej przechodzacej przez $rodki okregéw
a i 3. Zauwazmy, ze L = L' — punkty te leza na odcinku AsBs oraz

AL AsCr AsCy Aol
BoL ~ ByD;  ByDy Byl

Wynika z tego, ze okregi wy 1 wo sg styczne do prostej As By w tym samym
punkcie, a ich $rodki leza na pewnej ustalonej prostej k (przechodzacej przez
srodki okregéw « i 3). Jesli AsBy [ k, mamy w; = wy. Ten sam wniosek
mozemy otrzymac, jesli As By | k, wowczas bowiem punkty A; i By sa
symetryczne wzgledem prostej & odpowiednio do punktéw Bs i Az, wiec
okregi wy 1 we sg symetryczne wzgledem prostej k, a ich érodki leza na tej
prostej. Czytelnik Spostrzegawczy dostrzeze, ze pokazaliSmy w ten sposéb
stycznos$é prostej A; B; do okregu wi dla dowolnego i.

Przyjrzyjmy sie ostatniemu rysunkowi, by dokonczyé nasz dowdd. Odcinki
A1B1 i A3 B s3 rozlaczne i styczne do okregu wy, stad A; Ay przecina ten
okrag. Skoro A,, = A1, zachodzi réwniez A, 11 = As. Poniewaz punkty

A; oraz B; leza na okregu « na zmiane (punkt B; lezy po przeciwnej stronie
tuku A;A; 1 niz okrag 3), to By i By, leza na tym samym tuku A7 As, a wiec
po tej samej stronie prostej A As. Proste A1By 1 A, B, = A1B,, sa styczne
do okregu wi, a zatem By = B,,.

Tak oto znalezliémy odpowiedZ na pytanie o zbiér punktow, dla ktorych
wedréwka po okregu « zakoncezy si¢ po skoniczonej liczbie krokéw — jest to
zbidr pusty lub caly okrag. Jak jednak rozpoznaé, z ktéra z tych dwdch
sytuacji mamy w danym przypadku do czynienia? Poszukiwanie odpowiedzi
na to i wiele innych pytan pozostawiamy Czytelnikom.

13



