Mota delld

Numizmatyka dla zachtannych

Wyobrazmy sobie nastepujaca gre. Na stole w jednym rzedzie lezy

n monet o réznych nominatach. Dwoje graczy — Ania i Bartek — wykonuje
na przemian ruchy, zaczyna Ania. Ruch polega na zabraniu jednej

monety z lewego lub prawego konica rzedu. Wynikiem gry jest, oczywiscie,
suma nominatéw monet zgromadzonych przez kazdego z graczy. Jak
powinna gra¢ Ania, by uzyska¢ jak najwieksza sume, jesli wie ona, ze
Bartek bedzie grat optymalnie (tzn. bedzie staral si¢ zmaksymalizowaé
swoja sume)?

Na rozgrzewke rozwazmy prosty przyktad dla n = 4:
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Sprobujmy zastosowaé strategie zachtanna, polegajaca na tym, ze
w kazdym ruchu wybieramy ten kraniec, na ktérym znajduje sie moneta
o wiekszym nominale. Zatem w pierwszym ruchu Ania wezmie 2:
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Optymalnym ruchem Bartka w takiej sytuacji jest wzigcie 10. Po czym
Ania wezmie 5, a Bartek 1. W takiej sytuacji przewaga Ani nad Bartkiem
wyniosta 2 — 10+ 5 — 1 = —4 (przez przewage rozumiemy tu sume
nominaléw zgromadzonych przez jednego z graczy pomniejszong o sume
nominaléw przeciwnika — nie przeszkadza nam to, ze czasem ta przewaga
bedzie ujemna).

Okazuje sie jednak, ze w powyzszym przyktadzie Ania mogta zagraé
lepiej. Wziecie 1 w pierwszym ruchu powoduje, ze Bartek bierze 5,
z kolei Ania bierze 10, a Bartek 2. W takiej sytuacji przewaga Ani
wynosi 1 —5+10 -2 =4.

Naiwna strategia zachtanna nie zawsze si¢ optaca, potrzebujemy zatem
czego$ lepszego. Okazuje sie, ze jesli liczba monet n jest parzysta, to
Ania ma bardzo prosta strategie, dzieki ktorej moze zawsze uzyskaé
nieujemng przewage, niezaleznie od nominatéw monet. Wyrdznijmy

co druga monete w rzedzie:
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Zauwazmy, ze istnieje strategia, w ktorej Ania zabierze wszystkie
wyrdznione monety. Istotnie, przed kazdym ruchem Ani dokladnie

na jednym krancu bedzie wyrézniona moneta (i te monete zabierze
Ania), za$ przed kazdym ruchem Bartka zadna z monet na krancach
nie bedzie wyrézniona (wigc Bartek nie bedzie mial szans zabraé zadnej
wyrdznionej monety).

Ania ma jednak wybdr: moze wyrézni¢ albo monety na pozycjach
nieparzystych, albo monety na pozycjach parzystych. Oczywiscie,
wybierze ona ten wariant, ktory da jej wieksza sume nominalow.
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N|123456
1833223
20 11 56 6 9
3 655 2
4 11 4
5 2 3
6 5

Ciag bitoniczny to rowniez taki, ktéry
do pewnego momentu ro$nie, a potem
maleje, ale tu takimi nie bedziemy si¢
zajmowali.

Jasne jest, ze suma ta bedzie rowna co najmniej potowie catkowitej
sumy nominatéw.

Czytelnicy zechca sprawdzi¢, ze dla ponizszego przykltadu z bardziej
»egzotycznymi” nominatami

(+) EWEOOE

Ania moze uzyskaé przewage réwng 17 — 16 = 1, zabierajac monety
z pozycji parzystych. Pytanie brzmi, czy ta strategia jest optymalna,
tzn. czy gwarantuje Ani najlepszy mozliwy wynik? Sprébujmy podejsé do
sprawy metodycznie. Oznaczmy wartosci kolejnych nominaléw w rzedzie
przez a[l],a[2],...,a[n]. Zauwazmy, ze w dowolnym momencie gry na
stole znajduje sie spéjny podciag monet. Dla ustalenia uwagi niech beda
to monety na pozycjach o numerach i, 4+ 1,...,j (dla 1 <i<j < n).
Oznaczmy przez d[i, j] maksymalna mozliwa do uzyskania przewage
dla gracza, ktéry w tej sytuacji wykonuje ruch — powiedzmy, ze bedzie
to Ania. Ma ona do wyboru dwie mozliwosci. Wziecie monety z lewego
kranca (o numerze i) spowoduje przejscie do sytuacji, w ktérej na
stole znajduja si¢ monety o numerach ¢ + 1,7+ 2,...,5. W tej sytuacji
przewaga przeciwnika (Bartka) wyniesie d[i + 1, j], zatem przewaga Ani
bedzie réwna —d[i + 1, j|. Dodajac zysk a[i] z i-tej monety, widzimy,
ze po tym ruchu przewaga Ani wyniesie a[i] — d[i + 1, j]. Rozumujac
analogicznie, otrzymujemy, ze wziecie monety z prawego kranca
(o numerze j) daje jej przewage a[j] — d[i, 7 — 1]. Zatem wartosci tablicy d
mozna wyznaczy¢ za pomoca nastepujacej rekurencji:

dli, ] = {a[z’] dla i =7,

' max(ali] —d[i + 1,j],alj] = d[i,j —1]) dlai<j.

Na marginesie znajduje sie tablica dla naszego ciagu (x). Przyktadowo,
aby wyznaczy¢ wyrézniony element tablicy, obliczamy

d[1,6] = max(a[l] — d[2,6],a[6] — d[1,5]) = max(8 — 9,5 — 2) = 3.

Tak wiec przewaga Ani w naszym przyktadzie wynosi 3. Mozna ja
uzyskaé, biorac w pierwszym ruchu monete o nominale 5, a dalej grajac
zachtannie.

Powyzsza tabelka koduje optymalna strategie dla calej gry.
Problematyczne jest jednak to, ze do jej wyznaczenia potrzebujemy
wykonaé¢ n(n — 1)/2 obliczen, nawet jesli chcemy wyznaczy¢ tylko
pierwszy ruch Ani lub jej przewage w grze. Podamy teraz prostszy sposéb
na wyznaczanie tych rzeczy.

Znajdzmy w ciagu trzy monety na kolejnych pozycjach i, + 1,7 + 2,
ktérych nominaly spelniaja nieréwnosci ali] < afi + 1] > a[i + 2],

i zastapmy je jedna moneta o nominale ali] — afi + 1] + a[i + 2]. Jesli
istnieje wiecej takich trdjek, to wybieramy dowolna z nich. Okazuje sie
(choé nie jest to ani oczywiste, ani tatwe do uzasadnienia), ze taka operacja
nie zmienia przewagi Ani. Stosujac ja w naszym przykladzie (x), dostajemy:
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8—11+6=3

i
Jedli ciag nominaléw jest bitoniczny (tzn. do pewnego momentu
malejacy, a dalej rosnacy — czyli nie uda sie znalezé trzech monet
spelniajacych powyzszy warunek), to w takim przypadku dziala juz
strategia zachtanna. Jest tak dlatego, ze niezaleznie od kolejnych ruchow
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najwieksza moneta bedzie zawsze znajdowala sie na jednym z krancéw
ciagu. Zatem przewage Ani w przypadku ciggu bitonicznego bardzo

tatwo obliczy¢ — wystarczy zsumowaé liczby w porzadku nierosnacym,
biorac co druga liczbe ze znakiem minus. W naszym przypadku bedzie

tod-3+2-1=3.

Czytelnicy zechca sprawdzi¢, ze w przykladzie
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po zastosowaniu trzech operacji uzyskujemy bitoniczny ciag
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zatem i tym razem przewaga wynosi 5 —4 + 2 = 3.

A co z wyznaczeniem optymalnego ruchu? Otéz, jedli w bitonicznym
ciggu, powstalym po serii operacji, lewy nominal wynosi co najmniej
tyle ile prawy (a zatem wzigcie monety z lewego kranca jest optymalnym
ruchem), to réwniez w pierwotnym ciagu wziecie monety z lewego kranca
jest optymalnym ruchem. Analogicznie w przypadku prawego kranca.
Zatem w ciagu (+*) wziecie 6 z lewego kranca jest optymalne, gdyz

w ciaggu bitonicznym nominal na lewym krancu jest wickszy niz ten

na prawym (5 > 4).

Ostatecznie otrzymujemy przepis, ktéry pozwala nam wyznaczy¢
optymalny ruch i wymaga jedynie liczby obliczen rzedu n.

Maltq Delte przygotowat Tomasz IDZIASZEK

Kacik przestrzenny (14): Inwersja w przestrzeni i rzut stereograficzny

Kiedy na plaszczyznie mamy do czynienia z okregami,
to bardzo czesto postugujemy sie rachunkiem na katach,
poniewaz znamy wiele przydatnych twierdzen i faktéw
z tego zakresu. Niestety, trudno o analogiczne narzedzia
w przestrzeni. Stanowi to wielki klopot, gdy zmagamy
si¢ z zadaniami o sferach. Istnieje jednak kilka innych
technik, skutecznych w zadaniach o okregach, ktore
dzialaja réwniez w przestrzeni. Sa to: potega punktu,
jednoktadno$é¢ oraz inwersja. O tej ostatniej metodzie
opowiemy w tym kaciku.

Przypomnijmy najpierw definicje i proste wlasnosci.
Inwersja wzgledem sfery S o érodku O i promieniu R
(méwi sie o nich czesto: srodek inwersji i promien
inwersji) nazywamy przeksztalcenie, ktére przypisuje
punktowi A # O taki punkt A*, lezacy na polprostej
OA~, 7e OA* - OA = R?. Widaé podobienistwo do
definicji inwersji wzgledem okregu: ona wnetrze okregu
rozciaga na cale zewnetrze, a zewnetrze wpycha do
wewnatrz — inwersja wzgledem sfery podobnie zamienia
jej wnetrze z zewnetrzem.

Inwersja wzgledem sfery ma wiele przydatnych
wlasnosci — oto niektére z nich:

e inwersja jest przeksztalceniem odwrotnym do siebie,
e plaszczyzny i sfery przechodza na plaszczyzny
lub sfery,
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e proste i okregi przechodzg na proste lub okregi,

e plaszczyzny i proste przechodzace przez srodek
inwersji przechodza na siebie,

e plaszczyzny i proste nieprzechodzace przez srodek
inwersji przechodza odpowiednio na sfery i okregi
przechodzace przez srodek inwersji,

e sfery i okregi nieprzechodzace przez $rodek
inwersji przechodza odpowiednio na sfery i okregi
nieprzechodzace przez $rodek inwersji,

e inwersja zachowuje katy miedzy krzywymi — kat
miedzy krzywymi to kat miedzy prostymi stycznymi
do tych krzywych w ich punkcie przeciecia.

Czytelnik dostrzeze, iz — niestety — nie mozna mowic

o zachowaniu kata miedzy powierzchniami, gdyz pojecie
kata miedzy powierzchniami sensu nie ma: plaszczyzny
styczne do dwoch powierzchni w réznych ich punktach
wspolnych moga tworzy¢ rézne katy dwuscienne.

Wygodnie jest jednak méwi¢ o katach miedzy
plaszczyznami, czy miedzy sferami, czy tez miedzy
plaszczyznami i sferami, bo w tych przypadkach
rozwarto$¢ powstalych katéw dwudciennych nie zalezy
od tego, ktéry punkt wspélny rozpatrujemy. Takie katy
sg réwniez przez inwersje zachowywane. Wykorzystamy
to w nastepujacym zadaniu, ktoérego ptaski odpowiednik
jest banalnym rachunkiem na katach.



