najwieksza moneta bedzie zawsze znajdowala sie na jednym z krancéw
ciagu. Zatem przewage Ani w przypadku ciggu bitonicznego bardzo

tatwo obliczy¢ — wystarczy zsumowaé liczby w porzadku nierosnacym,
biorac co druga liczbe ze znakiem minus. W naszym przypadku bedzie

tod-3+2-1=3.

Czytelnicy zechca sprawdzi¢, ze w przykladzie

() OOOWWWOEO®®

po zastosowaniu trzech operacji uzyskujemy bitoniczny ciag

®0®

zatem i tym razem przewaga wynosi 5 —4 + 2 = 3.

A co z wyznaczeniem optymalnego ruchu? Otéz, jedli w bitonicznym
ciggu, powstalym po serii operacji, lewy nominal wynosi co najmniej
tyle ile prawy (a zatem wzigcie monety z lewego kranca jest optymalnym
ruchem), to réwniez w pierwotnym ciagu wziecie monety z lewego kranca
jest optymalnym ruchem. Analogicznie w przypadku prawego kranca.
Zatem w ciagu (+*) wziecie 6 z lewego kranca jest optymalne, gdyz

w ciaggu bitonicznym nominal na lewym krancu jest wickszy niz ten

na prawym (5 > 4).

Ostatecznie otrzymujemy przepis, ktéry pozwala nam wyznaczy¢
optymalny ruch i wymaga jedynie liczby obliczen rzedu n.

Maltq Delte przygotowat Tomasz IDZIASZEK

Kacik przestrzenny (14): Inwersja w przestrzeni i rzut stereograficzny

Kiedy na plaszczyznie mamy do czynienia z okregami,
to bardzo czesto postugujemy sie rachunkiem na katach,
poniewaz znamy wiele przydatnych twierdzen i faktéw
z tego zakresu. Niestety, trudno o analogiczne narzedzia
w przestrzeni. Stanowi to wielki klopot, gdy zmagamy
si¢ z zadaniami o sferach. Istnieje jednak kilka innych
technik, skutecznych w zadaniach o okregach, ktore
dzialaja réwniez w przestrzeni. Sa to: potega punktu,
jednoktadno$é¢ oraz inwersja. O tej ostatniej metodzie
opowiemy w tym kaciku.

Przypomnijmy najpierw definicje i proste wlasnosci.
Inwersja wzgledem sfery S o érodku O i promieniu R
(méwi sie o nich czesto: srodek inwersji i promien
inwersji) nazywamy przeksztalcenie, ktére przypisuje
punktowi A # O taki punkt A*, lezacy na polprostej
OA~, 7e OA* - OA = R?. Widaé podobienistwo do
definicji inwersji wzgledem okregu: ona wnetrze okregu
rozciaga na cale zewnetrze, a zewnetrze wpycha do
wewnatrz — inwersja wzgledem sfery podobnie zamienia
jej wnetrze z zewnetrzem.

Inwersja wzgledem sfery ma wiele przydatnych
wlasnosci — oto niektére z nich:

e inwersja jest przeksztalceniem odwrotnym do siebie,
e plaszczyzny i sfery przechodza na plaszczyzny
lub sfery,
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e proste i okregi przechodzg na proste lub okregi,

e plaszczyzny i proste przechodzace przez srodek
inwersji przechodza na siebie,

e plaszczyzny i proste nieprzechodzace przez srodek
inwersji przechodza odpowiednio na sfery i okregi
przechodzace przez srodek inwersji,

e sfery i okregi nieprzechodzace przez $rodek
inwersji przechodza odpowiednio na sfery i okregi
nieprzechodzace przez $rodek inwersji,

e inwersja zachowuje katy miedzy krzywymi — kat
miedzy krzywymi to kat miedzy prostymi stycznymi
do tych krzywych w ich punkcie przeciecia.

Czytelnik dostrzeze, iz — niestety — nie mozna mowic

o zachowaniu kata miedzy powierzchniami, gdyz pojecie
kata miedzy powierzchniami sensu nie ma: plaszczyzny
styczne do dwoch powierzchni w réznych ich punktach
wspolnych moga tworzy¢ rézne katy dwuscienne.

Wygodnie jest jednak méwi¢ o katach miedzy
plaszczyznami, czy miedzy sferami, czy tez miedzy
plaszczyznami i sferami, bo w tych przypadkach
rozwarto$¢ powstalych katéw dwudciennych nie zalezy
od tego, ktéry punkt wspélny rozpatrujemy. Takie katy
sg réwniez przez inwersje zachowywane. Wykorzystamy
to w nastepujacym zadaniu, ktoérego ptaski odpowiednik
jest banalnym rachunkiem na katach.
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1. (Rosja 2001) Sfera S o srodku w $rodku okregu opisanego na tréjkacie ABC

przecina krawedzie DA, DB, DC' czworoscianu ABCD odpowiednio w punktach

A’', B, C". Plaszczyzny styczne do tej sfery odpowiednio w punktach A’, B',C’

przecinajq sie w punkcie O. Wykazac, ze punkt O jest Srodkiem sfery opisanej na

czworoscianie A'B'C'D.

Rozwigzanie. Najpierw przettumaczmy teze na jezyk inwersji. Nalezy po prostu

wykazaé, ze sfera przechodzaca przez punkty A, B,C, A’, B',C’ i sfera opisana

na czworo$cianie A’B’C'D sa prostopadle (rys. 1). Zauwazmy, ze
DA-DA'=DB-DB =DC-DC' =r?

dla pewnej liczby r. Rozwazmy inwersje o srodku D i promieniu r. Zauwazmy,

ze sfera S przechodzi na siebie, a punkty A’, B’,C’ odpowiednio na A, B,C

(i na odwrét). Obrazem drugiej z rozwazanych sfer bedzie wiec plaszczyzna

przechodzaca przez punkty A, B, C. Jednakze $rodek sfery S lezy wlasnie na

plaszczyznie ABC, skad wniosek, ze plaszczyzna ta jest do niej prostopadia.

A skoro inwersja zachowuje katy miedzy powierzchniami, to sfera przechodzaca

przez punkty A, B,C, A’, B’, (' i sfera opisana na czworo$cianie A’B’'C'D

tez sa prostopadte.

Bardzo waznym, szczegdlnym przypadkiem inwersji jest tak zwany rzut
stereograficzny. Zalézmy, ze punkt O lezy na sferze S, za$ plaszczyzna m

jest styczna do tej sfery w punkcie O' symetrycznym do O wzgledem $érodka

tej sfery (rys. 2). Obrazem dowolnego punktu X na sferze jest punkt X’
przeciecia prostej OX z plaszczyzna w. Niezwykle wazna wlasnoscig rzutu
stereograficznego jest to, ze jest on niczym innym, jak inwersja o srodku O

i promieniu OO’, chociaz interesuje nas jedynie obraz sfery S w tej inwersji.

W szczegdlnosei przeksztalcenie to ma wszystkie wlasnosci inwersji. Popatrzmy,
jak je wykorzysta¢ w nastepujacym zadaniu.

2. (OM 15-111-6) Dany jest ostrostup ABCDS, ktérego podstawq jest czworokat
wypukty ABC'D o prostopadlych przekgtnych AC i BD, a rzutem prostokgtnym
wierzchotka S na podstawe jest punkt O przeciecia przekgtnych podstawy. Udowodnié,
ze rzuty prostokgtne punktu O na Sciany boczne ostrostupa lezg na jednym okregu.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze rozwazane rzuty leza na sferze o srednicy O.S.
Wezmy rzut stereograficzny tej sfery z punktu S na plaszczyzne ABCD (rys. 3).
Niech K bedzie rzutem prostokatnym punktu O na Sciane AB.S. Plaszczyzna
OSK jest prostopadla do krawedzi AB, skad wynika, ze obraz K’ punktu K

w tym przeksztalceniu bedzie rzutem prostokatnym punktu O na krawedz AB.
Analogicznie udowodnimy, ze obrazami pozostatych rzutéw sg rzuty punktu O
na pozostale boki czworokata ABCD. Jednakze w czworokacie o prostopadtych
przekatnych rzuty prostokatne punktu przeciecia przekatnych leza na jednym okregu
(tatwy dowdd tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi — rys. 4). Przeciwobrazy tych
rzutéw leza wiec na okregu polozonym na sferze o srednicy OS.

Zadania

3. (Rosja 1999) Przez wierzcholek A czworoscianu ABCD poprowadzono
plaszczyzne styczng do sfery opisanej na tym czworo$cianie. Udowodnic, Ze
proste, wzdluz ktorych plaszczyzna ta przecina plaszczyzny $cian ABC, ACD,
ABD, tworzq sze$¢ rownych kgtow wtedy i tylko wtedy, gdy

AB-CD =AC-BD = AD - BC.

4. Wykazaé, zZe dla dowolnego czworoscianu istnieje trojkat, ktorego boki sq
rowne co do wartosci iloczynom przeciwleglych krawedzi tego czworo$cianu.
Wykazaé dodatkowo, Ze pole tego trojkata jest rowne 6V R, gdzie V i R oznaczajg
odpowiednio objeto$é i promieri sfery opisanej na czworoscianie (wzoér Crellego).

5. (Zwardon 2007) Rozstrzygnad, czy istnieje taki skoriczony zbidr kdl
na plaszczyznie o parami roztgcznych wnetrzach, zZe kazde z danych kol jest
styczne do dokladnie 5 sposrod pozostalych kol.

Wiecej zadan znajduje sie na stronie internetowej Delty.
Michal KIEZA
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